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ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 


Формальная цель книги, предлагаемой вниманию чита- 
телей, — подробное изложение свойств так называемых мно- 
гочленов Холла. Такое изложение появляется впервые, хотя 
эти многочлены были введены Ф. Холлом еще в 1950-х годах. 
При первом взгляде на определение этих многочленов (см. 
ниже предисловие автора) может показаться, что область их 
применимости весьма ограничена. Оказывается, однако, что 
они естественно возникают во многих ситуациях. Два прило- 
жения многочленов Холла к теории представлений групп при- 
ведены в двух последних главах книги — здесь вычислены 
характеры полной линейной группы над конечным полем, 
а также сферические функции полной линейной группы над 
}-адическим полем относительно ее максимальной компакт- 
ной подгруппы. Специалист оценит важность этих результа- 
тов; однако значение многочленов Холла и ценность книги 
И. Макдональда ими далеко не исчерпываются. 

Теория многочленов Холла тесно связана с классической 
теорией симметрических функций. Эта теория берет начало 
в работах И. Ньютона, Э. Варинга, К. Г. Я. Якоби и К. Кост- 
ки, а в нашем веке ее развитие связано с именами И. Шура, 
А. Юнга, А. Ричардсона, Д. Е. Литтлвуда и многих других 
математиков. В ней много красивых неожиданных Тождеств, 
кульминацией которых является знаменитое правило Диттл- 
вуда — Ричардсона для умножения функций Шура. Изложе- 
нию теории симметрических функций посвящена первая гла- 
ва книги, представляющая большой самостоятельный интерес. 

Интерес к теории симметрических функций в последние 
годы возродился с новой силой, в основном в связи с прило- 
жениями к комбинаторике, алгебраической геометрии и тео- 
рии представлений. В комбинаторике симметрические функ- 
ции играют важную роль в исследовании таких объектов как 
перестановки, целочисленные матрицы, диаграммы и таб- 
лицы Юнга, разбиения и их многомерные аналоги и т. д. При- 
ложения к алгебраической геометрии охватывают исчисление 
Шуберта, теорию характеристических. классов и теорию A-KO- 
лец Гротендика. В теории представлений помимо уже упо- 
минавшихся приложений, симметрические функции играют 
важную роль при изучении представлений симметрических 
групп, унитарных групп, полных линейных групп над С, а 
также остальных классических компактных и комплексных 
групп. Из совсем новых областей приложения симметрических 
функций отметим активно развивающуюся сейчас’ теорию 
представлений бесконечномерных групп и алгебр Ли и тесно 
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связанные. с ней теории интегрируемых систем, модулярных 
функций и т. д. Многие из этих приложений, включая совсем 
недавние, отражены в книге И. Макдональда, иногда в OCHOB- 
ном тексте, а чаще — в так называемых примерах, помещен- 
ных в конце разделов и дополняющих основной текст. 

Из сказанного ясно, что книга И. Макдональда представ- 
ляет интерес для широкого круга математиков. Она также 
будет полезна физикам, использующим групповые методы; 
например, упомянутое выше правило Литтлвуда — Ричард- 
сона интерпретируется как правило для вычисления коэффи- 
циентов Клебша — Гордана для унитарных групп. 

И. Макдональд известен своим педагогическим мастер- 
ством (достаточно вспомнить его в соавторстве с М. Атьей 
прекрасную книгу «Введение в коммутативную алгебру»). Эта 
монография также написана великолепно — лаконично и в то 
же время очень четко и ясно; сильное впечатление производит 
стремление автора, не жертвуя современностью изложения, 
сохранить дух и красоту классических аргументов. Исключи- 
тельная тщательность и продуманность в выборе терминоло- 
гии и обозначений должна, мне кажется, сделать эту книгу 
стандартным источником ссылок по симметрическим функ- 
ILHAM и их приложениям. | 

К русскому изданию автор прислал ряд существенных ис- 
правлений и добавлений. При переводе мною с одобрения ав- 
тора также добавлен ряд замечаний, примеров и литератур- 
ных ссылок, а также написано небольшое приложение к гл. ИП, 
содержащее другое доказательство основной теоремы Ф. Хол- 
ла (в сочетании с аргументами автора оно позволяет заме- 
нить приведенное Макдональдом довольно сложное комбина- 
торное доказательство правила Литтлвуда — Ричардсона чи- 
сто алгебраическим доказательством, что, как мне кажется, 
больше отвечает духу этой книги}. Добавления автора выде- 
лены в тексте знаком *, а добавления переводчика — зна- 
ком °. Эти добавления в основном отражают результаты, не- 
посредственно примыкающие к содержанию книги и получен- 
ные после ее выхода в свет. Пользуюсь случаем поблагода- 
рить проф. Макдональда за внимание, проявленное им к рус- 
скому изданию. 

Монография И. Макдональда пользуется заслуженной по- 
пулярностью. Об этом, в частности, свидетельствует появле- 
ние очень интересной и содержащей богатый фактический ма- 
териал рецензии Р. Стенли [19°] (часть этого материала была 
использована при переводе). Нет сомнения, что книга будет 
по достоинству оценена советскими читателями. 


Май 1984 г, о А. В. Зелевинский 


ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 


Это русское издание — не просто перевод английского ори- 
гинала. При переводе добавлено значительное количество но- 
вого материала (не считая мелких исправлений и улучше- 
ний), в значительной степени благодаря переводчику (напри- 
мер, им дано новое доказательство теоремы Ф. Холла в 
гл. II}. Таким образом, эта книга по существу есть перевод 
(несуществующего) второго издания. 

Я хотел бы выразить А. В. Зелевинскому глубокую благо- 
дарность за исключительную добросовестность, с которой он 
отнесся к своей задаче, и за многочисленные улучшения. 


Лондон | И. Г. Макдональд 
Апрель 1984 г. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эта монография — запоздалое выполнение взятого авто- 
ром несколько лет назад обязательства опубликовать замкну- 
тое изложение теории многочленов Холла и связанных с ними 
тем. 

Эти многочлены были определены Филипом Холлом в 
1950-х годах первоначально следующим образом. Если М— 
конечная абелева р-группа, то она разлагается в прямую 
сумму циклических подгрупп порядков, скажем, рм, р”, ae 

oe pr, где для определенности A; > А2 > ... SAr. После- 
довательность показателей А = (11, ..., Ar) есть разбиение, 
которое называется типом группы М и описывает М с точ- 
ностью до изоморфизма. Если даны еще два разбиения ц и \, 
то мы обозначим через gh (p) число подгрупп М в М, таких, 


что N имеет тип и, а M/N — тип у. Холл показал, что gh, как 
функция от р является многочленом с целыми коэффициен- 
тами, и определил степень и старший коэффициент этого мно- 
гочлена Эти многочлены и есть многочлены Холла. 

В более общей ситуации вместо конечных абелевых 
р-групп мы можем рассмотреть модули конечной длины над 
дискретно нормированным кольцом о с конечным полем выче- 
тов: вместо и (р} мы получим тогда ий (4), где д4— число . 
элементов поля вычетов. 

В дальнейшем Холл использовал эти многочлены для по- 
строения алгебры, отражающей строение решетки конечных 
6-модулей. Обозначим через Н (4) свободный Х-модуль с ба- 
зисом (и), параметризованным множеством всех разбиений 
A, и определим умножение в Н(4), используя gh (g) как 
структурные константы, т. е. положим 


= А 
uu, Set >. Buy (4) us. 
Нетрудно показать (подробности см. в гл. Н), что A(g) есть 
коммутативное и ассоциативное кольцо с единицей, свободно 
порожденное (как Х-алгебра) образующими U(r), отвечаю- 
щими элементарным 5-модулям. 


Симметрические функции теперь вступают в игру следую- 
щим образом. Кольцо симметрических многочленов от п He- 
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зависимых переменных является кольцом многочленов 
2. [е!,..., Qn], порожденным элементарными симметриче- 
скими функциями е1, ..., @n. Переходя к пределу по п, мы 
получим кольцо А = 2 [е1,ез, ...] симметрических функций 
от бесконечного числа переменных. Значит, можно изоморфно. 
отобразить Н (49) на Л, переводя каждую образующую Ur) 
в элементарную симметрическую функцию е,. Оказывается, 
однако, что лучший выбор состоит в том, чтобы определить 
гомоморфизм p: Н (9) А ® С, полагая % (и(\”)) == 97" "-0®е, 
для всех г >> 1. Мы получаем семейство симметрических функ- 
ций ф(и»), параметризованное разбиениями. Эти симметриче- 
ские функции по существу есть функции Холла — Литтлвуда, 
которые являются предметом гл. ПП. Итак, комбинаторные 
свойства решетки конечных 0-модулей отражаются в умно- 
жении функций Холла — Литтлвуда. 

Таким образом, в основании теории Холла лежит форма- 
лизм симметрических функций, и гл. Г посвящена изложению 
этого формализма — различных типов симметрических функ- 
ций, в особенности функций Шура (5-функций), и взаимо- 
связей между ними. В этом контексте естественно появляется 
теория характеров симметрических групп в том виде, как она 
была первоначально развита Фробениусом. В приложении 
мы показываем, как $-функции возникают «в природе» как 
следы полиномиальных функторов на категории конечномер- 
ных векторных пространств над полем характеристики 0. 

За последние несколько лет значительно прояснилась ком- 
бинаторная подструктура, основанная Ha «jeu de taquin»!), 
которая лежит в основе формализма $-функций и, в частности, 
правила Литтлвуда — Ричардсона (гл. I, § 9). Я не излагаю 
ее отчасти из-за желания сохранить разумный объем книги, 
а отчасти потому, что ее полное изложение было недавно 
опубликовано Шютценберже — главным творцом этой теории 
[46]. 

Свойства многочленов Холла и алгебры Холла развиты 
в гл. II, а симметрических функций Холла — Литтлвуда — 
в гл, 1. Это — симметрические функции, включающие пара- 
метр f, которые сводятся к 5-функциям при Ё = 0 и к моно- 


1) jeu de Тат — название игры типа распространенной у нас игры 
«15», Здесь это некоторый комбинаторный алгоритм. — Прим. перев, 
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миальным симметрическим функциям при [ =1. Многие их 
свойства обобщают известные свойства $-функций. 

Наконец, гл. ШУ и У содержат приложения формализма, 
развитого в предыдущих главах. Глава ГУ — это изложение 
работы Дж. А. Грина [14] о характерах полных линейных 
групп над конечным полем; как и в случае теории характе- 
ров симметрических групп, мы стремились выявить роль сим- 
метрических функций. Глава V также посвящена полным ли- 
нейным группам, но на этот раз не над конечным, а над ло- 
кальным неархимедовым полем, и вместо характеров мы вы- 
числяем сферические функции. В обоих этих случаях теория 
Холла играет решающую роль. 


Куин Мери Колледж И. Г. Макдональд 
Лондон 1979 


Глава | 


СИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


1. Разбиения 


Многие из объектов, рассматриваемых в этой книге, будут 
параметризованы разбиениями. Цель этого раздела — ввести 
обозначения и терминологию, которые будут использоваться 
Ha протяжении всей книги, и изложить ряд элементарных ре- 
зультатов об. упорядочениях разбиений, которые понадобятся 
в дальнейщем. 


Разбиения 


Разбиением называется произвольная (конечная или бес- 
конечная) последовательность 


(1.1) А = (М, А. Ар...) 


целых неотрицательных чисел, расположенных в порядке (He- 
строгого) убывания, т. е. 


о ба В м 


и содержащая лишь конечное число ненулевых членов. Нам 
будет удобно не различать две такие последовательности, 
отличающиеся лишь цепочкой нулей на конце. Например, мы 
рассматриваем (2,1), (2,1,0), (2,1,0,0, ...) как одно и то же 
разбиение. 

Ненулевые члены A; в (1.1) называются частями разбие- 
ния A. Число частей разбиения A называется его длиной и обо- 
значается через {(А^), а сумма всех частей называется его ве- 
сом и обозначается через |^|: | 


ААА .... 


Бели |^| = л, то мы говорим, что A — разбиение числа п. Мно- 
жество всех разбиений числа п обозначается через и, а мно- 
жество всех разбиений — через $. В частности, Fo состоит из 
одного элемента — единственного разбиения числа 0, которое 
мы обозначим через 0. 

Иногда удобно использовать обозначение, указывающее, 
сколько раз каждое целое число входит в данное разбиение 
как часть: запись 


= (1712. ре...) 
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означает, что в точности m; частей разбиения A равны i. Число 
(1.2) т = m, (А) = Card {} Ay =} 


называется кратностью числа i в разбиении A. 


Диаграммы 


Диаграмму разбиения А, можно формально определить как 
множество точек (|) = 22, таких, что 1 <j < Aj. Рисуя та- 
кие диаграммы, мы примем соглашение, как и при изобра- 
жении матриц, что первая координата г (индекс строки} воз- 
растает при движении сверху вниз, а вторая координата | 
(индекс столбца) возрастает при движении слева направо‘). 
Например, разбиение (5441} имеет днаграмму 


ооо @ 
8 Ф & 6 
. @ & ® 


состоящую из пяти точек в верхней строке, четырех BO BTO- 
рой, четырех в третьей и одной в четвертой строке. Чаще бы- 
вает удобно заменить точки квадратами; в этом случае по- 
следняя диаграмма выглядит так: 


Мы будем обычно обозначать диаграмму разбиения A тем же 
СИМВОЛОМ Л. | х 

Сопряженным к разбиению } называется разбиение A’, 
диаграмма которого получается из диаграммы А транспони- 
рованием, т. е. отражением относительно главной диагонали. 
Таким образом, А, есть число точек в {-м столбце диаграммы 


А, или, что эквивалентно, 
(1.3) A, == Card {7:4, 24. 


'} Некоторые авторы (особенно франкоязычные) предпочитают co- 
глашение из координатной геометрии (при котором первая координата 
возрастает слева направо, а вторая — снизу вверх) и определяют диа- 
грамму А как множество (i, /) © Z*, таких, что | == А,. Читателям, 
предпочитающим это соглашение, следует читать эту книгу, держа ее вверх 
ногами перед зеркалом. 
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В частности, №, =1(%) и A, =1(А’). Очевидно, что A” = A, 
Например, разбиение, сопряженное к (5441), — это (43331). 
Из (1.2) и (1.3) мы получаем, что 


(1.4) от = м — Ацы. 
Для каждого разбиения 2 положим 


(1.5) = iV dp 


так что n{A) есть сумма чисел, полученных, если приписать 
нуль каждой точке верхней строки диаграммы A, единицу 
каждой точке второй строки и т. д. Складывая эТи числа по 
столбцам, мы видим, что 


(1.6) nQ= У (*’). 
И & 


Иногда оказывается полезным другое обозначение для 
разбиений, принадлежащее Фробениусу. Предположим, что 
главная диагональ диаграммы A состоит из г точек (i, i) 
(1=:=<). При l<is<cr пусть a: =A, — {1 — число, точек 
в г-й строке диаграммы А, справа от точки (i, i),a В: = Ар 
число точек в i-m столбце А под точкой (17). Тогда a, > 
> а >... >a, 20 и В >В>> ... >В, > 0, имы 0бо- 
значаем разбиение A через 


А = (@,..., @, | Вт, .--, В,} = (@|В). 


Ясно, что сопряженным к {@|B) разбиением является (В|%}. 
Например, если ^ =(5441), то а = (421) и В = (310). 


(1.7) Пусть А— разбиение, и пусть т> м, п> м: Тогда 
m+n чисел 


Motn-i (1<1<п), a-—l+j-—a (<j<m) 
образуют перестановку множества {0,1,2, ..., рн 


Доказательство. Диаграмма A содержится в диаграмме 
(m"), являющейся (п X т)}-прямоугольником. Занумеруем по- 
следовательные отрезки граничной линии между А и ее до- 
полнением в (m") (жирной линии на приведенном ниже ри- 
cyHke) числами 0, 1, .... m+n—1, начиная снизу. Верти- 
кальным отрезкам отвечают числа A; +n—i (1<:=1)'); 
с помощью транспонирования мы убеждаемся, что горизон-. 


') Поскольку отрезку, пересекающему i-l0 строку, предшествуют № 
горизонтальных отрезков и п—{ вертикальных. — Прим. перев. 


14 | Гл. 1. Симметрические функции 


тальным отрезкам отвечают числа 


(n+n—1)—(C;+m—j)=n—-14+j—% Из] <т). В 


Положим В 
Pa, fh (f) — > + х 


Тогда (1.7) эквивалентно тождеству 
(1.7) Бо, п) = (+) (| — 9. 


Косые диаграммы и таблицы 


Если } и и— разбиения, то запись А > и будет означать, 
что диаграмма разбиения A содержит диаграмму разбиения 
р, т. е. что A; > pw, для всех i > !. Теоретико-множественная 
разность 9 = А, — и называется косой диаграммой. Например, 
если A = (5441} и ц = (432), то косая диаграмма А — и есть 
заштрихованная область на следующем рисунке: 


Путем в косой диаграмме 6 называется последователь- 
НОСТЬ Хо, Х1,..., Xm КВадратов из этой диаграммы, такая, что 
при 1 <=;= т квадраты х;- и X; имеют общую сторону. Го- 
BOPAT, что подмножество ф диаграммы 6 связно, если любые 
два квадрата из этого подмножества можно соединить в нем 
путем. Максимальные связные подмножества в 6 сами яв- 
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ляются косыми диаграммами, называемыми связными KOMNO- 
нентами 9. В приведенном выше примере имеются три связ- 
ные компоненты. 

*Косая диаграмма @ называется косым крюком, если она 
связна и не содержит никакого 2 Х 2-блока из квадратов, т.е. 
последовательные строки (или столбцы) 0 перекрываются в 
точности ло одному квадрату. Если |0|== р, то @ называется 
косым р-крюком*. 

Сопряженной к косой диаграмме 9 = A — p называется ко- 
сая диаграмма 0’ = )’— yp’. Положим 0; =А, — wi, == А: — 

7 
— ВЯ 
ОЕ 2. би = [А-В 


Косая диаграмма 6 называется горизонтальной т-поло- 
cot (соответственно вертикальной т-полосой), если |8|= т 


и 0; <1 (соответственно 6; <1) для всех i >> 1. Иными сло- 
вами, горизонтальная (соответственно вертикальная) полоса 
имеет не более одного квадрата в каждом столбце (соответ- 
ственно строке}. 

Таблицей Т называется последовательность разбиений 


и = AMO HA) as AM) =, 


такая, что все косые диаграммы 09‘ = A) —ACH“) (|) Sisr) 
являются горизонтальными полосами. Графически т. к 
описать, занумеровав каждый квадрат косой диаграммы 9) 
числом ¢ (при | <: г), и мы будем часто представлять 
себе таблицу как косую диаграмму, занумерованную таким 
образом. Числа, расставленные в квадратах косой диаграммы 
А — и, должны возрастать сверху вниз в каждом столбце и не 
убывать слева направо в каждой строке. Косая диаграмма 
^ — в называется формой таблицы Т, а последовательность . 
(106), ..., |0‘) |} — весом этой таблицы. 

Стандартной СИНЕЕ называется таблица Г, в которой 
каждое из чисел 1,2, ..., г встречается ровно один раз, так 
что ее вес есть (1, |. ий. 


Сложение разбиений 


Пусть 4 и д — разбиения. Определим разбиение A -|- и как 
сумму последовательностей A и и: 


(Аи) =, uy 


Определим также А] как разбиение, части которого есть 
части % и части и, расположенные в невозрастающем порядке. 
Например, если А = (321) и в = (22), то А и==(541) и 
А Пк == (32221). 
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Операции + и UY двойственны друг к другу; 
(1.8) (AU py == м-р’. 


Доказательство. Чтобы получить диаграмму А0ы, надо 
взять строки диаграмм A и в и расположить их в порядке 
убывания длин. Значит, длина {-го столбца AUp есть сумма 
длин i-X столбцов A и р, т. е. 


дв - в В 


Упорядочения 


Обозначим через L, обратное лексикографическое упоря- 
дочение множества FY, разбиений числа п: по определению 
Г, есть подмножество в Я, Х Fn, состоящее из таких пар 
(1. и), что либо А ==р, либо первая не обращающаяся в 0 
разность А; — и; положительна. Оно является линейным упо- 
рядочением. Например, при п = 5 упорядочение L, распола- 
гает элементы 95 в последовательность 


(5), (41), (32), (32), (70, (21°), (1). 


Другим линейным упорядочением множества 3 является 
La — множество пар {A,u), таких, что либо A=—uyp, либо 
первая не обращающаяся в О разность А; — а отрицательна, 
где A; = Аи При п > 6 упорядочения L, и р. различны. 
Например, если А = (313) ин == (23), то (А, и) + Жи (в, NS 
= Le 


(1.9) Пусть 4, в = Pn. Гогда 
(A, p) Lace (uw, 2°) = Ln 


Доказательство. Предположим, что (A, и) =, HAS u. 
Тогда для некоторого целого i > | имеем № < р: и A; = py 
при j > 2. Если мы положим k = hi и рассмотрим диаграммы 
ли и, то сразу увидим, что = при 1<]<&и Аа < 
< pep так что (p’, A’) Lo. Обратное утверждение доказы- 
вается аналогично. 


| 3 | 

Более важным, чем i, или Ly является естественное 
(частичное) упорядочение М, множества %„, определяемое 
следующим образом: 


(A, в) = N, $e ct Sk, Е ЕТ для всех £>!. 


При п = >> 6 оно не является линейным упорядочением. На- 
пример, разбиения (313) и (23) несравнимы в смысле Ng. 


1. Разбиения — | 17 


Мы будем писать А, > ц вместо (A, в) Nz. 
(1.10) Пусть ^, де Pp. Тогда 
>= (А, ве Ln Lae 


Доказательство. Предположим, что ^ и. Тогда либо 
АА > в, и в этом случае (^, u)e Lp, либо А, == 1. В послед- 
нем случае либо Ay >> pe, и тогда снова (А, и) Lp», либо 
Ao =e. Продолжая в том же духе, мы убеждаемся, что 
(А, и) == En. 

Кроме того, для каждого {> I 
Misi ма +... = (А+... FADS 


и (uit 6. + i) = Bis + ine .... 


Значит, TO же рассуждение, что и выше, показывает, что 
(A, И) =. 

Замечание. Вообще говоря, неверно, что М, ==. (12, На- 
` пример, еслил = 12 ил = (632), ци = (5212), то (^, р)= АП. 
но (A, в) & Mie | 
(1.11) Пусть ij ве $. Гогда 


Азии ^,. 


r : 


Доказательство. Ясно, что достаточно доказать одну им- 
пликацию. Предположим, что и’ fA’, Тогда для некоторого 


ix I! | 

м... МЗ... +ш (<1<:-1 
И 
(1) Е oy Se ane SE 


/ / 
откуда вытекает, что Az > His 


Пусть [= hi, nt = Wi. Из (1) следует, что 
(2) ое к it ae гена 


¢ / 
Далее, AgsitAize-++ ... равно числу точек диаграммы A, 
лежащих справа от i-ro столбца; значит, 


i 
Аа Avge + = — 


Аналогично 


у Е ign + ... = (uj — i). 
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Поэтому из (2) мы получаем 
т { т 
(3) 2 (by) > Dy —- I> 0,9, 


где правое неравенство выполняется, поскольку [> т и 
№ = г при 1 << 1. В силу (3) | 
Mit -.. Шш>А-... tam 


и, следовательно, A № р. @ 


Повышающие операторы 


В этом подразделе мы будем работать не с разбиениями, 
а с целочисленными векторами а = (а1,..., а, Е 2”. Сим- 
метрическая группа $„ действует на 4,” переставовками ко- 
ординат, и множество 


есть фундаментальная область для этого действия, т. е, 
$„-орбита каждого ae №" пересекает P, ровно в одной точ- 
ке, которую мы обозначим через at. Таким образом, at полу- 
чается, если расположить а1, ..., а» в порядке убывания. 


Для а, БЕ Z" отношение а > & по определению означает, 
как и выше, что 


a+... фа>ы-+... +6; (<iga). 
(1.12) Пусть ace 2". Тогда 
acP,<>aS wa для всех WES Sy. 


Доказательство. Пусть AG Pa, т. е. A) DS ... San Если 
ша —= 6, то (6;,..., bn) есть перестановка последователь- 
ности (а1, ..7, Qn) и, значит, 


а, 4: 3 +a, 26,+ oes +d; (i<ign), 


так что a > 6. 
Обратно, если а > ша для всех wESp, то, в частности, 


(бы оне (р wane Bi Bik быль, а 
при | = Е < л — 1, откуда следует, что 
QF .-- apy tea; + -.. app + Фа, 
т.е. а; = ани. Поэтому ae P,. № 


Пусть 6 =(n—1,n—2, ..., 1,0) ЕР,. 
(1.13) Пусть a= Pp. Тогда для всех we Sn 


(a+6— wd)* >a, 
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Доказательство. Поскольку 6& P,, в силу (1.12) 6 > wé, 
откуда а-- 6 — wd > а. Пусть 6 ={а- 6 — иб)+. Снова при- 
меняя (1.12), получаем, что 6 >a +6 — 5. Значит, ба. № 


Для каждой пары целых чисел i,j, таких, что | <2:< 
< | < п, определим отображение Rj: 71-7" формулой 
Ri, (а) = (a, va a; +1, Byp— №...» Gp). 


Любое произведение вида R= Ie Ri ji называется повышаю- 


щим оператором. Порядок ИЕ. лы не имеет значения, 
поскольку они коммутируют между собой. 


(1.14) Пусто ae Z", а В — повышающий оператор. Тогда 
Кага. 


Доказательство. В самом деле, можно считать, что R = Ах, 
а в этом случае утверждение очевидно. № 


Верно и обратное утверждение: 


(1.15) Пусть a,b Z" такие, что аз и - ... {а = 
=в +. hiss Тогда найдется повышающий оператор К, 


такой, что b = Ra, 
Доказательство. Можно взять 


п-1 k 
R= Re apy где = 2. (6, —a,)>0 


(1.16)* Если Х и и— разбиения числа п, такие, что h > ив, 
причем они являются соседями при естественном упорядоче- 
нии (т. е. из неравенств WK} >v Sw вытекает, что либо у =k, 
либо у = в), то А = Rip для некоторых {< j. 


Доказательство. Предположим сначала, что М>, и 
пусть {> 2 —наименьший индекс, для которого A, + ... 
‚А = щ- ... + ш. Тогда р; > Ag > Ми > ша, так что 
Wi > ина. Следовательно, у = Вид является разбиением, и 
ясно, что А, >> у. Значит, А = у = Ry. 
Если же A, =u, то для некоторого | > 1 имеем Ag = Le 
при А < ри ^, > из применим теперь предыдущее рассужде- 


ние к разбиениям (Aj, Ау, ...} и (uy, pyti, ...). 
Примеры 

1. Пусть А — разбиение. Длина крюка диаграммы А в точке х = (1, 
i) =^ определяется как A (x) =A (i, ) =, А, — #141. Полагая в 
(1.7) т=А в sage MectaMa Au А’, мы получим, что 


А, +" -—1 ? 


oe Е ey Ay —l4f—4 
ye +s ыы сы 
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или, полагая pe = Мп —Е (lm isa), что 


(1) > gh Л + у ag ag eee 3 tf 


j=2 j=l 
Написав это тождество для разбиения (Ay, №+, ...) и просуммировав 
по i= {,2,..., #(^), мы приходим к равенству 
Е 
(2) и № 2". 
хе <] [21 ]=! 


Из (2} вытекает, что 
и 
IT fT a-#4 
IT fp ep tel 
(3) Tj free ayy 


xea 
i<j 
в частности, деля обе части (3) на (1 — ВТА, а затем полагая # = 1, мы 
видим, что 
I pz! 

. о ыы 

3 Li; =— и 

хеЕА а + 1 


2. Сумма длин крюков диаграммы A есть 


У (x) = п (А) +1 (0) + JA). 
хХЕЛ 
3. Лля каждой точки x == (i, f) =+А определим ее содержание как 
с(х) = j—i. Тогда 
>, с (x) = в (№) — п (A). 
хе 


Если п — произвольное целое число, болышее или равное /(A), то 
числа + с(х) для x из Ёй строки А суть о ‚..., ПМ и, 


значит, 
T] Gente) = ql Зи 
xeh > 1 Pn-i ©) 
sie Pe a " pr Sn hn) ene a, |-Bi,...,B-}) в обозначениях 
Фробениуса, то : 
у: а, 
= jol 


5*. Для всех разбиений A справедливо равенство 


У в — с) = [АР 


ХЕХ, 


6*. Пусть р — целое число = 2. 

(а) Пусть А, и — разбиения длины << т, такие, что А > и; предполо- 
жим, что разность А — р является косым р-крюком. Положим 6, = 
= (m—l1, m—2,..., 1, 0) и =А-+ 0 П=и- 66». Покажите, что 
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для некоторой пары индексов | = А выполняются равенства &; = Ne + р, 
Ear == Пи: (srs k—f) и б =H при [<] или i>. (Paccmor- 
рите диаграммы разбнений Ё н\.)} 

(6) В тех же обозначениях предположим, что для каждого г, та- 
кого, что 0 = г=<рр— 1, разбиение Ё имеет m, частей &, сравнимых с г 


по модулю р. Запишем эти частнЁ; в виде psy? г (1<j<m,), где ИП > 
о. Е, 20, Положим Me == ey —m,-+ f, Tak что AM яв- 


ляется разбиением. Набор разбиений A* = (A, AC, ..., APD) назы- 
вается р-частным разбиения А. Можно представлять себе А* как косую 
диаграмму, связными компонентами которой являются днаграммы А”. 

Все т чисел р -- г, где бя; т, — Ти би рр—\, различны. 
Расположим их в убывающем порядке, скажем, 8.1 >... >ё», и опре- 
делим разбиение А, полагая Ai == &i—m+i (1 {= т). Это разбиение 


А называется р-сердцевиной (или р-вычетом) разбиения А. Как A, так и 
А* не зависят от 7m (при условии, что т > Ц^)). 

(с) Если А = A (т. е. набор А* пуст), то разбиение А называется р-серд- 
цевиной. Например, 2-сердцевины--это в точности разбиения bm (mt = I). 

Графически р-сердцевику разбиения А можно получить тах. Удалим 
из диаграммы разбиения косой р-крюк так, чтобы осталась некоторая 
диаграмма разбиения, и будем продолжать удалять косые р-крюки та-. 
ким же образом до тех пор, пока это возможно. То, что останется в ре- 
зультате этого процесса, и есть р-сердцевина А разбиения A, причем она 
не зависит OT последовательности удаляемых р-крюков. В самом деле, 
согласно п. (а) выше, удаление из А косого р-крюка соответствует тому, 
что из некоторой части разбиения & вычитается число р, а затем полу- 
чающаяся последовательность располагается в убывающем порядке; един- 
ственное ограничение состоит в том, что все получающиеся числа должны 
быть неотрицательны и различны. 

(9) Если ^, и-— два разбиения, то мы будем писать А, когда 


Я = и, т.е когда А и | имеют одну и ту же р-сердцевину. Как и выше, 
положим &=А-- ди, Ч=и- 8», где т > тах(КА), Ки)). Тогда из 
(а) и (b) вытекает, что А 4 и в TOM и только в том случае, когда Y= 


== wE (mod р) для некоторой перестановки @ © $. 
В силу (c) 
A < А’ г 
>в и 


(ce) Из определений в п. (5) вытекает, что разбиение А однозначно 
восстанавливается по свонм р-сердцевине А и р-частному А*. Поскольку 
[Al = [Al + р[^*[, то производящая функция для множества разбиений, 
имеющих данную р-сердцевину А, имеет вид 


у ten ИМ (#2)Р, 


р=А 


oO 
rae P =] (1 ae | i есть производящая функция множества всех 
r= | 
разбиений. Таким образом, производящая функция для р-сердцевин имеет 
ВИД 


oO 


— "РР 
Хм peop (ery? = TT Se. : 


П=] 


22 Гл. 1. Симметрические функции 


В частности, при р = 2 мы получаем тождество 


, ну | | 1 pont 
itt == | n=! 


Мы предоставляем читателю выписать соответствующее тождество при 

р > 2: оно оказывается некоторой. специализацией «тождества для зна- 

менателя» для аффинной алгебры Ли типа 4-1. В частности, (*) яв- 

ляется специализацией тождества Якоби для тройного произведения !). 
7*. Для каждого разбиения А обозначим через # (А) = ti h(x) про- 

ХЕЛ 
изведение ега длин крюков (пример 1). В обозначениях примера 6 пока- 
= 


: р 
жите, что (A) = pl ТВ (at) В" (А), где в (А") = TT A(M), ав 
fal 
это произведение тех длин крюков A(x}, которые не делятся на р. (Вос- 
пользуйтесь формулой (4) из примера 1.) 
Если, кроме того, число р просто, то покажите, что 


h’ (№) == ол (А, (mod р), 
где g, = + 1. 
В частности, когда р просто, разбиение А является р-сердцевиной в 


том и только в том случае, когда А(А) взаимно просто с р. 

8*. Пусть А — некоторое разбиение. Его многочленом содержаний на- 
зывается многочлен C, (X) = (X +c (x)) (cp. $ 3, пример 4), где Х — 

xeA 

независимое переменное. 

(a) Пусть т > КА), и пусть, как и в примере 6, = М+т— 
(1 <:< т). Тогда 

т 
c, (X + т) Х+Е 
c, (X +m — I) a , ae eae Be 


(b) Пусть р — простое число. Если 09 есть косой р-крюк, то содер- 
жания C(x), хе --это р последовательных чисел, а значит, OHH CpaB- 
нимы по модулю р с числами 0, 1, ..., p—1 в некотором порядке, По- 
этому если А, и — такие разбиения, что Ари А — и есть косой р-крюк, 
то сл (Х) = Cy (Х) (ХР — Х) (под р). Отсюда следует, что если (как в 
примере 6) А и А* — это р-сердцевина и р-частное разбнения А соответ- 


ственно, то р 
Cy (Х) = сх (Х) (x? — ХУ № (mod р). 

(©) Выведите из (a) и (b), что если р — простое число и [A] = [pl, 

то drm + с) () = с, (X) (mod p). ie 


9*. Обозначим через 2, множество разбиений числа п, а через J — 
множество положительных целых чисел. Для всех г > | положим 


а (г, п) == Card f(A, ) = 7 KI, = г}, 
(г, п) = Сага {(, дЕЯ, ЖХГт,; (A) Sr}. 
Покажите, что 
а (г, п) = (г, п) =pl(n—r)+p(n—a2r)t ..., 


гдё p(t) — это число разбиений числа 11. 


См. [2], тождества (2.2.10) и (2.2.13). — Прим. перев. 
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Выведите отсюда, что 


au ыы TI (  ). 


ial AGH, 


10*. Матрица М = (m;;) из неотрицательных вещественных чисел Ha- 
зывается дважды стохастической, если суммы чисел во всех ве строках н 
столбцах равны [. 

Пусть A, и— два разбиения числа п. Покажите; что А > и тогда и 
только тогда, когда существует дважды стохастическая п Х п-матрица 
М, такая, что МА == p (где А, и рассматриваются как векторы-столбцы). 
(Если Ар, то в силу (1.16) можно считать, что А = Ар; определим 
теперь матрицу М == (т„;), полагая ти = ту = (A; —A;—1)/ (Ai — Aj), 
ту = тн = И(М— А) Е та: = 6s в остальных случаях. Тогда М два- 
жды стохастическая и МА = p.} 


Замечания и библиографические указания 


Идея представления разбиений диаграммами восходит к 
Ферре и Сильвестру, и некоторые авторы называют диаграм- 
му разбиения диаграммой или графом Ферре (фамилия Fer- 
гегз часто пишется ошибочно !)}. Таблицы и повышающие 
операторы были введены А. Юнгом в серии статей по коли- 
чественному анализу подстановок [55]. 


2. Кольцо симметрических функций 


Рассмотрим кольцо 2.[х1, ..., Xn] многочленов с целыми 
коэффициентами от независимых переменных ли, ..., Xn. Сим- 
метрическая группа $„ действует на этом кольце перестанов- 
ками переменных, и многочлен называется симметрическим, 
если он инвариантен относительно этого действия. Симметри- 
ческие многочлены образуют подкольцо 


А, = Як, cacy x, |. 


Кольцо An градуированное: 


где Л* состоит из однородных симметрических многочленов 


степени & (включая нулевой многочлен). — 
° Для каждого & = (01, ..., и) = № обозначим через x2 


одночлен х!!... xi". Пусть А— произвольное разбиение 
‚длины <n. Очевидно, многочлен 


(2.1) He аа, x=), хе“, 


Е 
к ') При переводе на русский язык положение усугубляется. — Прим. 
‚ Перев, | 
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где сумма берется по всем различным перестановкам &« по- 
следовательности А == (Ay, ..., An), является симметрическим, 
и многочлены fi, (когда А пробегает все разбиения длины 
<n) образуют Х-базис в Ay. Значит, многочлены та, такие, 
что [(A)< nu |^| =^, образуют 2-базие в А; в частности, 
при я > многочлены m, с |^|==А образуют С-базис в 4*. 

В теории симметрических функций число переменных 
обычно не имеет значения при условии, что оно достаточно 
велико, и часто бывает удобнее работать с симметрическими 
функциями от бесконечного числа переменных. Чтобы при- 
дать этой идее точный смысл, рассмотрим при т > п гомо- 


морфизм 
ZL (|X), xan, Bab [Мы cove Hel, 


переводящий X41, ..., Xm в 0, а остальные xi — в себя. При 
ограничении на Am это дает гомоморфизм 


От, п: Ne 55-2 В 


действие которого на базис (т»} легко описать: он переводит 
My (X1, ..., Xm) B ТА(Х, ..., Xn), если КА) = п, ив 0, если 
[(A) > п. Отсюда следует, что Om, „ сюръективен. При ограни- 
чении на A® получаются гомоморфизмы 


Ak — Af 


Cram 


(для всех &>0 H тп), которые всегда сюръективны | и 
биективны при т > п = > А. 
Образуем теперь обратный предел 
А = lim A® 
— я 
я 
х w AR & = . 
Z-monyseH Л” относительно гомоморфизмов 0 „: по опре 
делению элементы Л* — это последовательности f =(f,), о? 


где каждый fn = fn(x1, ..., Xn} есть однородный симметриче- 
ский многочлен степени Rk от лу, ..., Xn и ых, ..., Xn 
0,..., 0) = fal, ..., Xn) при т > п. Поскольку ae AB- 


ляется изоморфизмом при т >= п > А, то проекция o*: д -» A*, 
переводящая f B fx, есть изоморфизм для всех п > k, откуда 
следует, что А* имеет 2-базис, состоящий из мономиальных 
симметрических функций my, (для всех разбиений ), числа А), 
определяемых формулой pF (т, == т, (xX), -.., х,) для всех 
п > Е. Поэтому А* есть свободный 2-модуль ранга p(k), где 
p(k) есть число разбиений числа PR. 


Положим теперь 
A= ® A‘, 
&, 
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так что А есть свободный Z-MOLysIb, порожденный функциями 
т» для всех разбиений A. Для всех п > 0 имеются сюръектив- 


ные гомоморфизмы 
k 
би = @ On: А —>= Ap 
k>0 


причем On есть изоморфизм в степенях А <= п. 

Ясно, что А обладает структурой градуированного кольца, 
такой, что все р, являются гомоморфизмами колец. Опреде- 
ленное таким образом градуированное кольцо А называется 
кольцом симметрических функций!} от счетного числа неза- 
висимых переменных ху, хо, ... - 


Замечания. 1. Кольцо А не является обратным пределом 
(в категории колец) колец A, относительно гомоморфизмов 


рт, „. Этот обратный предел А содержит, например, бесконеч- 
сс 


ное произведение Па-х,), которое не входит в A, no- 
i=l 


скольку элементы из А по определению есть конечные суммы 
мономиальных симметрических функций wy. Однако А есть 
обратный предел колец Ap» в категории градуированных колец. 

2. В качестве кольца коэффициентов вместо Z мы могли 
бы использовать произвольное коммутативное кольшо A; вме- 
сто А мы получили бы кольцо Ад= А @ZzA. _ 


Элементарные симметрические функции 


Для каждого целого г>0 г-я элементарная симметри- 
ческая функция e, определяется как сумма всевозможных 
произведений г различных переменных хе, так что 6 =] и 

C= Mi Xi, --- Xi Myr 
eo с“ ит ) 
при fs). Производящая функция для последовательности 
е; — это 


(2.2) E@®= ¥ ef = Па- хи 
r 20 $21 


(где ¢{~— дополнительное переменное), в чем можно убедиться, 
раскрыв произведение в правой части. {Если число перемен- 
ных конечно, скажем равно п, то @, (точнее, о„(е,}) обра- 
щается в 0 для всех г п, и формула (2.2) принимает вид 


det = Ца + я, 


1} В отличие oT A, элементы А уже не являются многочленами: это 
формальные бесконечные суммы однозленов. Поэтому мы возвращаемся к 
олее старой терминологии «симметрических функций». 
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где обе части являются элементами кольца А„[#. Аналогич- 
ные замечания применимы ко многим из последующих фор- 
мул, и мы будем обычно оставлять необходимую (и очевид- 
ную) корректировку читателю.) 

Для каждого разбиения A == (Ay, Аз, ...) положим 


On ER OCA, .... 
(2.3) Пусть ^ — разбиение, a i’ — сопряженное к нему. Тогда 
ем == пи, + >, Tay Тр, 
ц 


где а, — целые неотрицательные числа, а суммирование ве- 
дется по разбиениям и, идущим после >, при обратном лекси- 
кографическом упорядочении. 


_ Доказательство. Имееме,, == етет:..., где т, =m, (№) = 
=A,—A,,, В силу (1.4). Раскрывая это произведение, мы 


получим сумму одночленов; если расположить их в обратном 
лексикографическом порядке, то старшим членом разложения, 
очевидно, будет 


47 (хо) (X,XpXq)™ «.. =e ах ... == ХА. 


Поскольку е,‚, — симметрическая функция, отсюда следует, 
что мономиальная симметрическая функция и входит в раз- 
ложение с коэффициентом 1, а остальные входящие в разло- 
жение функции Mm, идут после м при обратном лексикогра- 
фическом упорядочении. № 


(2.4) Функции e, алгебраически независимы над Z и 
А = [е,, ео, . mele 


Доказательство. Функции m, образуют Z-Oasuc в A, и 
(2.3) показывает, что €, образуют другой #4 -базис: иными сло- 
вами, каждый элемент кольца А однозначно представляется 
как многочлен от е,. № 


Замечание. Когда имеется лишь конечное число переменных 
х!,..., Xn, TO (2.4) утверждает, что Л, = 2 [е1,..., en} и 
что @1, ..., е, алгебраически независимы. Это обычное утвер- 
ждение «основной теоремы о симметрических функциях». 


Полные симметрические функции 


Для каждого г > 0 г-я полная симметрическая функция 
h, определяется как сумма всех одночленов общей степени г 
от переменных хи, Xo, ..., TAK что 


h= My. 
гр Ter a 
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В частности, Ао = 1 и Ay = ey. Удобно i что ft, ие, 
равны 0 приг < 0. 
Производящая функция для многочленов hy есть 


(2.5) Hw)= Ув = Па-хи-. 
г>0 i=l 
Это становится понятным, если заметить, что 
(хи = У д, 
k= 0 
п перемножить эти геометрические прогрессии. 
Из (2.2) и (2.5) вытекает равенство 
(2.6) HQE(—d)j=1, 


или, что эквивалентно, 


(2.6) aA — 1)’ e,h,-, =0 


для всех п > I. | 
Поскольку многочлены e, алгебраически независимы (2.4), 
можно определить гомоморфизм градуированных колец 


0: Л—> A, 
полагая ®(г,} = fh, для всех г > 0. Поскольку соотношения 


(2.69) симметричны относительно. многочленов е и Й, мы BH- 
HUM, ЧТО 


(2.7) ® является инволюцией, т. е. &? — тождественное ото- 
бражение. № 


Отсюда следует, что © — автоморфизы кольца A; значит, 
в силу (2.4) получаем 
(2.8) Функции h, алгебраически независимы над Z и 
A=Z1h;, fy «ok М 
Замечание. Если число переменных конечно, скажем равно п 


(так что e, = 0 при г >> п), то отображение wo: An— Any опре- 
деляется формулой о(е,) = В, при 1 гл и по-прежнему 


является инволюцией в силу (2.6’); элементы fy, ..., Hy, ал- 
гебраически независимы и A,= 2. [в1, ..., Anal, HO Аа, 
Ёи-2, ... ЯВЛЯЮТСЯ Ненулевыми многочленами от fy, ..., Ap 
(или OT @1, ..., ел). 
Как и в случае элементов е, мы положим 
hy, = Ayla, ... 


для всех разбиений A = (Aj, Ao, ...). В силу (2.8) элементы 
h, образуют & -базис в A. У нас есть уже три Z-6a3uca, зану- 
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мерованных разбиениями: (77%), (е} и (hy); два последних 
переводятся друг в друга инволюцией ®. Если положить 


fa, =® (171) 


для всех разбиений A, то элементы f, образуют четвертый 
/-базис в А. (Элементы {|, — это «забытые» симметрические 
функции: они не имеют простого непосредственного описания.) 

Соотношения (2.6’) ведут к детерминантному тождеству, 
которое понадобится нам в дальнейшем. Пусть № — положи- 
тельное целое число; рассмотрим матрицы с N+ 1 строками 
и столбцами 


== (hi-jo<i, pen; Е = ((— 1) lei-po<ijsen, 


для которых сохраняется упомянутое выше соглашение, что 
hy = е, = 0 npn r < 0. Обе матрицы Н и Е нижние треуголь- 
ные с единицами по диагонали, так что де Н = detE = 1; 
более того, соотношения (2.6’) показывают, что они взаимно 
обратны. Отсюда следует, что каждый минор матрицы Я ра- 
вен своему алгебраическому дополнению в матрице Б”’, транс- 
понированной к Е. 

Пусть А и и— два разбиения длины <р, такие, что A’ и 
и’ имеют длину =9, где р а—= М-- 1. Рассмотрим минор 
матрицы Я с номерами строк A; +p—i (1<1:=р) и номе- 
рами столбцов w;+p—i (1<:=р). В силу (1.7) алгеб- 
раическое дополнение к такому минору в Б’ имеет номера 
строк p—l +j—’; (l<j<q) и номера столбцов p— 
—1+71—№м (l<j<q). Отсюда 


det (14-1141); са he 


= ( piaitint det (( ны ) ; 
РЕНИ i tisaq 


Знаки «минус» сокращаются, и мы получаем (см. [1]), что 


а (ыы) <i icp (%,-wj-141)) < 1 <. 


В частности, беря и == 0, мы видим, что 
(2.97) det (4,,,- +1) == det (©, - +1). 


Степенные суммы 


Для каждого г > |1 г-я стененная сумма по определению 
есть | 
= У xp = me 
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Производящая функция для элементов р, — это 


P= и pf == > >. xt = 


г>1 i>t ae 
a? тя ар log 7 

так что | 
(2.10) P(t) = —£- log | 1 — xf)! =p log Н (9 == Н’ O/H © 

sia Pe LES yp a 
Аналогично 
(2.107) P(—) =f log Ед = Е” WE (9. 

Из (2.10) и (2.10’) мы получаем 
п 
(2.11) nh, == 2, РЕЙ. 
(2.1 i’) пе, = 2 (— ПЕ Prén_r 
f= 


при п > |, и эти равенства позволяют выразить элементы A 
и е через р и обратно. Тождества (2.11’) принадлежат Исааку 
Ньютону и известны как формулы Ньютона. Из (2.11) ясно, 
что йе Ql ры, .. hi и proEeZ{hy,..., hal, откуда 
Q[1, ..., Р»| = y Пн]. Поскольку элементы fy ал- 
гебраически te x над ‚ а значит, и над ©), отсюда вы- 
текает, что 


(2.12) Функции р, алгебраически независимы над © и 
Ag=A ®20 == [рь, ро, ..-|. Ol 
Таким образом, если положить 
р» = Pr.Par -.. 


для всех разбиений A == (№, Ao, ...), то элементы р», образуют 
О-базис в Ло. Но они не образуют Z-6a3uc в A: например, 
в выражении элемента A, = (7; + py)f/2 через р» коэффициен- 
ты. не являются целыми. 

Носкольку инволюция « меняет местами Е(В и A(t), из 
{2.10) и (2.10”) вытекает, что ®(р»„} = (—1}” "р, для всех 
п >21, откуда для всех разбиений A получаем 


(2. 13) @ (ру) == 2), 
где 6; == ( ее pee 
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Наконец, выразим элементы A, и е„ как линейные комби- 
нации py. Для каждого разбиения A положим 


= == {I ge ae ти, 
i> 
где и; = m;{A) есть число частей А, равных {. Тогда 
24) НО=Х2 ры”, EO= У вах ры", 


или, что эквивалентно, : 
a —|} 
(2.14°) _ Ви = 2. Zr р», en = 2 EAA РА’ 
ГА [=a fA }=a 


|= 
Доказательство. Достаточно доказать первое из тождеств 
(2.14), поскольку второе получается из него применением ин- 
волюции ® с помощью (2.13). В силу (2.10) 


Н@=ехр У, ри’ == [I exp (p,t"/r) = 
ea r>1 


= У фи". та = 2.2% ‘pall”'. 


‘2 i nm = 


(2.15) Замечание. На языке А-колец ([5], [23]) кольцо A 
есть «свободное А-кольцо от одной переменной» (точнее, со- 
ответствующее кольцо, рассматриваемое без дополнительных 
структур ')}. Следовательно, все формулы и тождества этой 
главы могут быть переведены на этот язык. В наши намере- 
ния не входит излагать теорию А-колец — приведем просто 


небольшой словарик. | 
Если А — произвольное А-кольцо и х— произвольный эле- 


мент из А, то существует единственный А-гомоморфизм 
А-В, переводящий е! (== f= р!) в x. Этот гомоморфизм 
переводит | 

e, в A’ (x) (r-= внешняя степень), 

#, в o'{x)—=(— 1)’ (—х) (г-я симметрическая степень}, 
Е( в Ay (x), 

Н (fb) В в: (x) =A_;(— 4), 

р, BSD’ (x) (операции Адамса), 


а инволюция @ соответствует отображению х--> —х в В. Так, 
например, тождество (2.14”} принимает вид | 


д” (x) = | 2a zy ap* (x) 


_ 1) В оригинале — underlying ring, по-видимому, общепринятый и не 
нуждающийся в разъяснениях перевод на русский язык все еще отсут- 
ствует, — Прим. перев, 
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для любого элемента х произвольного А-кольца (где, разу- 
меется, 1р^ (x) == 4^ (x) (x) ...). 

Примеры 

1. Пусть x) ==... = 4, = 1, X44) =. =.,. = 0. Тогда Е (2) == (1 + 2)%, 


A(t) == (1 — ft)", так что 


va(2) me) 


и р: =n для всех г = 1. 
2. Положим = Пт при 121, х:==0 при i>a, и пусть 
п — oo. В силу примера 1 мы получим 


в = | a a и 
ое ом 
и аналогично A, == Hr}, так что E(/) =Н(В =. При этом р = и 
р, == 0 для г > 1; более общим образом, т, =0 для всех разбиений A, 
кроме А == (1’) (20). 
3. Пусть x; = а при 1 <: пил! = 0 при i > п, где д — незави- 
симое переменное. Тогда 


в-1 п 
a Pica г (г --1)/2 я r 
Е = [] ан = yg]? |. 


1 om (} r= 
ft 
где — ЭТО «9 — биномнальный коэффициент» или многочлен Гаусса 
г 


[1-6 (1 — gq?) ras Gang? Fe) 
г (1—9) (1—9?) ... (1-4) 


n~-l оо 
ro=[[a-et= У [Tm "| 
{= 0 fel) 


Эти тождества легко доказываются индукцией по п. Мы получаем, что 


ыы rir—1)/2 it. as i+t+r—l 
ее aa 


Функция h, есть производящая функция для разбиений A, таких, что 
f (A) ги ЦА’) cn—l, ае, — производящая функция для таких же раз- 
биений, у которых к тому же все части различны, 

4. В примере 3 пусть 2-00, т.е. положим 4; = gi’ для всех i > |. 
Тогда 


Е (1) = Ц (Е- git) = УИ, (9), 
1 = 


7=0 


H(t) = п (l—git)"h = р» ИФ, (9), 
= () r= 
где o-(q) = (1 —q)({l — 4%)... (1 — 4’). Значит, в этом случае 


emg Nig gh hy = Ц, (9) 
Hp, = (1 —9')-\, 
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5. Поскольку элемепты ff, алгебранчески независимы, мы можем спе- 
циализировать их произвольным образом и забыть об исходных пере- 
менных хё другими словами, в качестве A(t) (или E(t)} можно взять 
произвольный степенной ряд со свободным членом [. (Мы это уже сделали 
выше в примере 2, где H {} = ef) Пусть а, $, ¢ — независимые перемен- 
ные; возьмем 


Тогда 


(см. например, [2], гл. II). Кроме того, р, = (а — 6 3/(i— 9”). 


6. Возьмем Я (Ё = Lt (1 — {7)-1, так. что Ви = p(n) — число раз- 
n=l 
co & 
биений числа п. Тогда Е (— 2) = Ц (1 —{") и, значит, по теореме Э#- 
f= | 
лера о пятиугольных числах, е„ = 0, если п не является пятиугольным 
числом, т. е. числом вида m{3m+1)/2 для некоторого тей, и 
ев = (— 1)" FOP при п = m(3m + 1)/2. | 
Из (2.10) вытекает, что р; = 0(г) есть сумма всех делителей числа г. 


Значит, в этом случае (2.11) дает 
ft 


1 
(1) p(n)=—) a(t) p(a—n). 
r=] 
7. Возьмем Al (f) = II ({—2")~% так что Ay = po(n) — число пло- 


n=l 
ских разбиений числа п (см. ниже $ 5, пример 13). Из (2.10) вытекаег, 
что pr == 02(7) есть сумма квадратов делителей числа г. Значит, в силу 
(2.11) 


@) ра (п) =— Ут. 
r=! 


Пожалуй, стоит предостеречь читателя, что очевидное обобщение (1) 
и (2) на случай т-мерных разбиений при т > 2 ошибочно. 
8. Рещая уравнения (2.6’) относительно én, мы получим 


| ел = 41 (Atta орут 
двойственным образом, 

Ап = det Ci-ttnet sen a) 
Аналогично из (2.11) мы получаем следующие формулы; 
é) | 0 ene 0 


22, 21 1 ..; 0 
Pa = : 3 р ; ; 


:) Эти формулы являются частным случаем (2.9’). — Прим. перев. 
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пев = . . 
Вы Pu-2 м ees п — | 
Pn Ри ы eer P} 


и, двойственным образом, 


о И 


thy, An—1 nm» eee hy, 


Pi —} 0 ese 0 
P2 Pi —2 ee 0 
nihy = | Е | я 
Pa-1 Pn-2 ° as SSR! 
Pu Ра * es 


9. Пусть С — произвольная подгруппа симметрической группы Sp. 
Цикловым индикатором подгруппы @ называется симметрическая функ- 


ЦИЯ 
с) — тот Da (0) Py 
в 


где пос(р} — число элементов в С циклового типа о!}, и сумма берется 
по всем разбиениям р числа п. В частности, 


_\ 
с (51) = я. 25 Рр == Ав 
[о [== 
в силу (2.14’), а для знакопеременной группы A, имеем 
с (Ап) =» ен, 


Если С — подгруппа в Sz, а as gers в Sn, To GX H —noa- 
группа в Sa Х Sm < $и+т и С (@ЖН) = c(G)-c{A). 

10. Из примеров 8 и 9 следует, что число элементов циклового типа ф 
в Sy, равно коэффициенту при Ро в определителе 


р: —1 Е аа 0 
р Pr 2 ees 0 

dy = пи ==| ° | ; 
Prt Pas ; Е 1 
В. Ра “= Py 


1) См. $ 7 ниже. — Прим. перев, | 
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Пусть {— просжое число. Нриводя определитель dn по модулю [, мы MO- 
жем использовать эту формулу для подсчета числа классов сопряжен- 
ности в Sp, порядок которых взаимно прост с Г. Предположим, что п = 
== а -1:/, где 0 = а = [{— 1. Тогда, поскольку числа, кратные f, стоя- 
щие над диагональю в определителе dp, при приведении по модулю f пре- 
вращаются в 0, то 


Th 
| d, == d,'d, (mod |). 
Далее, из первоначального определения d, = nie(S,) ясно, что 


ad, = р! — p, (mod 1) 
и, значит, 
tt 
(1) d, == (pj —p;) | 4,, (mod 2). 


Из (1) следует, что если м == ag + ай-- @Р-... с Osa = 7—1 для 
всех i = 0, то 


dy, = dq, Пя)" (moa d. 
i > 


Следовательно, если обозначить через MW; (Sp) число классов сопряженности 
в S, порядка, взаимно простого с /, то 


ва (Sn) = в (Son) EL (at 1) = р (ao) ET (и + 1, 


где p{dao) — число разбиений числа a. В частности, если [=2, то мы 
видим, что и2($,) всегда есть степень двойки, так как каждое а; есть либо 
0, либо 1: а именно, Me(S,) = 2°, если [п/2] есть сумма г различных сте- 
пеней двойки '). 

11, Пусть 


Ni ft SE п 
pom SE зы у 
| П = () п=0 


— формальные степенные ряды {с оэффициентами из коммутативной 
@-алгебры), такие, что #0) == (. ricaéranie g(t) вместо ¢ B ряд f(t), 


мы получим ряд . 
й 
H(i) =f (gi) =У 2a. 
0 


Ясно, что коэффициенты Hy, имеют вид 
| a 
Ht, re Хх В, k (g), 


где Ba, , являются многочленами от коэффициентов ряда 4; они назы- 
ваются частичными многочленами Белла. Поскольку Н„ линейно зависит 
от коэффициентов ряда f, для вычисления многочленов By,» можно взять 
fe = a*, так что f(t} = е". Записывая, как обычно, 


НУ вы", 
nem 
1) Набросок более прямого и простого доказательства формулы для 
и:($») дан Стенли в [19°]. — Прим. пёрев. 
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мы имеем Я (1) = exp(ag(t}); значит, в силу (2.10) 


48-1 


со 
а | а 
P(t) = = log H (f) = ag’ (9 = ИГ 
1 


так что р» = ав./(п— 1)! при всех п > 1. Отсюда в силу (2.14’) 


Нв == nh, = в и р 
2 А 
lAlan ^ 
и, следовательно, 
В os п! 
т а га sa >, C484) 
А А 


где суммирование ведется по разбиениям А числа п, таким, что КА) = А, 
Е | 


Ри: 
By, = Babyy os cy а (il) 4, 


если А = (172 ...). Эти коэффициенты сх — целые числа, так как са — 
это число разложений множества из п элементов на непересекающиеся 
подмножества, состоящие из Aj, Аз, ... элементов. Таким образом, Ва, к яв- 
ляются целочисленными многочленами от коэффициентов ga. 

Частные случаи: 

(а) Если #( =log (1+), то В», в == 5(п, #) — числа Стирлинга 
первого рода; {—1)*-*s(n, К) есть число элементов группы 9», ЯвлЯюЮ- 
щихся произведением & непересекающихся циклов. Имеем 


Хзнитичани У (1) 
not 


п, 20 


откуда следует, что 


ft 


2 $ (п, в) a® =а(а—1} ... а-п- 1) 
=0 


а значит, что $(п, &) есть (24 —k)-a элементарная симметрическая функ- 
ция от —1, —2,..., —na+l. . . 
(b) Если g(t) =e’—1, так что &» = 1 для всех nS |, то Ba, в = 
= S(n, k} — числа Стирлинга второго рода; $(п,Ё) есть число разложе- 
ний множества из f элементов на Ё непересекающихся подмножеств и, 
кроме того, — это (п —®)-я полная симметрическая функция от 1, 2, ... 
aery 2 
12. Выведите из примера 11, что если f u g являются n-KpaTHO диф- 
ференцируемыми функциями действительного переменного и через fr, Ba 
и (f° g)e обозначены #-е производные функций. р g и fog, то 


О, Ba, в (By Bo +++) ne) 


‚18. Если H(t) = (1—f)/(1 В”, то 


wel (ot 
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н с помощью (2.10) мы находим, что ри == г, если п = O(modr}, и рл =0 
при п = O(modr). Значит, в силу (2.14’) 


pe (OR ee (r 2), 


А 


где сумма слева берется по разбиениям А числа п, ни одна часть которых 


He кратна г. 
sy zx lo! =, 


В частности (г == 2), 
где сумма берется по разбиениям числа пл на кечетные части. 
14*, Предположим, что ри == an"/nl при п 1. Тогда 


а (а- в)" о а (а— п)" 
Е = 


in nl 


для всех п > 0. [Пусть Ё = ve~*; с помощью формулы обращения Ла- 
гранжа покажите, что P(t) == ае*{/(1 — x).] 
15*, Покажите, что 


лы -1 _ 1.8.5... (28 — 1) 
2.2 2,25 5.4.6... 51 
ф д 


где первая сумма берется по всем разбиениям р числа 2n на четные ча- 
сти, а вторая — по разбиениям oO числа 2n на нечетные части. 

16*. Если fn» = и при всех п > |1, то покажите, что последователь- 
ность (Ри)„ >: периодична с периодом 6, а последовательность (ёп)„ >: 


периодична с периодом 3. 
17* (Неравенства Мюрхеда). Для каждого разбиения А числа п оп- 
ределим А-среднее семейства х == (х,..., Ха) формулой 


M, (x) =o у. w (х^). в = 


wes, 


В частности, Min) (x) — это среднее арифметическое, а М (п) (х) — среднее 


геометрическое чисел Xf, ...› хи, 

Пусть ^, в — разбиения числа п. Тогда следующие два утверждения 
эквивалентны: (i) А; {il} М, (<) > Мы) для всех х == (х,..., дн) = 
=R_. [При доказательстве импликации (i) = (И) можно в силу (1.16) 
считать, что А == Ай, а в этом случае для доказательства неравенства 
(ii) достаточно показать, что 

А; ^ А; А By И ий 

x; ИИ x; xj! +x; xf 
Для доказательства (ii) = (1) положите x, ==... =X, == X, X41 =... 
.„. == Хи = № где АХ — большое число, и выведите из (1), что Ay+... 
меш... + №] | 


Замечания и библиографические указания 


Пример 10. Вычисление pp(Sn) и, в частности, тот факт, 
что 1.(5,} есть степень двойки, являются, насколько мне из- 
вестно, новыми. Более общим образом, если С — произволь- 
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ная конечная группа Коксетера, то цз ( G) есть степень двойки 
33 
—_— 11. Дальнейшую информацию о многочленах Бел- 
ла, числах Стирлинга и т. д. см., например, в L. Comifet, 
Analyse Combinatoire (2 vols.}, Presses Universitaires de 
France, Paris (1970). 

Пример 13. Этот результат принадлежит Моррису [38]. 


3. 5-функции 


Предположим сначала, что число переменных конечно, ска- 
жемох,..., д,. Пусть x*° = x7... хуй — одночлен; рассмот- 
рим многочлен а», получаемый из x% антисимметризацией: по 
определению 

Ча = Oy (Kir +++, #1) = 2, в (4) - w(x), 
wes, 
где e(w) есть знак (+1) перестановки w. Многочлен ag KOCO- 
симметричен, т. е. W(Qg)—=&(W)dg для всех wWeES,; в ча- 
CTHOCTH, а» обращается в 0, если числа ay, ..., a не все раз- 
личны. Значит, можно к тому же считать, что 01 > A>... 
... > а, 20, и, следовательно, записать а==А- 6, где 
^, — разбиение длины = п, а 6 = (п—1,п—2,..., 1,0). Тогда 


Oy == 0,44 == pe 8 (w) w(xr+6), 
w 


что может быть записано в виде определителя: 
Ав] 

— } o 

a, = det (x! а pate 


Этот определитель делится в кольце Z[x1,..., Xn] на каж- 
дую из разностей x;—x; (1<1<]= 1), а значит, на их 
произведение, которое есть определитель Вандермонда 


х—х,) = det (x?-!) =а,. 
cD en HD et (HE) а 
Таким образом, ал+, делится Ha а, в кольце 2, [ж1, ..., Xal, 
и частное 
(3.1) Sy, == $), (x1, eens Хх.) == == @). 15/9 


является симметрическим многочленом, т. е. лежит в A, Он 
называется $-функцией от переменных хи, ..., Xn, соответ- 
ствующей разбиению А (где 1(^} = п), и однороден степени 


Отметим, что определение (3.1) имеет смысл для произ- 
вольного целочисленного вектора Ac 2,”, такого, что A+ 6 не 
имеет отрицательных членов, Если числа As ta—i (1S 
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= is{n) не все различны, то $) = 0. Если же они все раз- 
личны, то А +6 = (и 6) для некоторого we S, и неко- 
торого разбиения и, и тогда $; —e(w) sy. 

Когда ^ пробегает все разбиения длины <n, многочлены 
а, образуют базис в //-модуле A, кососимметрических мно- 
гочленов от хи, ..., Xn. Умножение на а, есть изоморфизм 
между A, HA, (т. е. А, — свободный А„-модуль, порожден- 
ный а, ), следовательно, | 


(3.2) о $%(х1, ..., Xn) с КА) =— п образуют Z-6a3uc 
в An. 


Посмотрим теперь, что происходит при возрастании числа 
переменных. Если т > и, то ясно, что Ag(X, -.., Xn, 
0,..., 0) = ас(х, ..., Xn). Значит, в обозначениях § 2 


Ра а Обо ме Хт)) = $ (1, sites dele 


Отсюда следует, что для каждого разбиения A многочлены 
$%(м, ..., Ха) при п—=со однозначно определяют элемент 
Ss, @ Л, однородный степени |^|. Из (3.2) сразу получаем 


(3.3) Функции 5, образуют 2-базисе в A; для всех В > 0 
функции 5х, такие, что |^|== Е, образуют Z-Gasuc в А*. № 


Из (2.4) и (2.8) следует, что каждая $-функция Ss, может 
быть выражена как многочлен от элементарных симметри- 
ческих функций е, и как многочлен от полных симметриче- 
ских функций й,. Вот соответствующие формулы: 


(3.4) $) == det (f,-241), en red где n> [ (A), 


(3.5) 6, = det (6,11) ‚ где moSl{(y’). 
} Let; [am 


В силу (2.9’) достаточно доказать одну из этих формул, 
скажем (3.4). Будем работать с п переменными м, ..., Xn. 
При | < # <n обозначим через е® элементарные симметри- 


ческие функции от Хи, ..., Хь-1, Хен, ..., Xn (хь опускается) 
и через М пХ п-матрицу 


М — ((—1)"-* ef.) <i kon 
Формула (3.4) будет выведена из | 
(3.6) Для всех & == (0, ..., и} №" положим 


А, = (x{*), Н. = (Ра -п+1) 
(п  n-marpuyes), Тогда Ag == Но М. 
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Доказательство. Пусть 


nl 
(k} oes (Ё) Е 
Е =>. elt Al, +хи. 
Тогда 
H(t) E® (— ) = (1 — хи). 


в 
Сравнивая коэффициенты при #' в обеих частях, мы полу- 


qHM 
в 


А сы 
ор" (UP ey” = хм, 
откуда Но«М = Ач. № 
Возьмем теперь в (3.6) определители. Мы получим 
а, == det (A,) = det (Но) det (М) 


для всех a@@N* в частности, det(M)=a,, так kak 
det (H,) == 1, Значит, 


_ или, что эквивалентно, 


(8.7') Qq=A5 Dy &(@) hows 


для всех а = М". Беря в (3.7) «= А-6, мы ‘приходим К 
(3.4), или, эквивалентным образом, из (3.7’) получаем 


(3.4’) $), == 2a & (9) Ay +8 шз- 


Из (3.4) и (3.5) вытекает, что 
(8.8) © (84) = 847 


для всех разбиений A, 
Кроме того, из (3.4) и (3.5) следует, в чаетности, 


(3.9) Е Ce 


Наконец, формулу (3.4) или (3.4’), выражающую s, как 
многочлен от элементов Йй, можно также выразить в терми- 
нах повышающих операторов ($ 1): 


(3.4”) a= Li — Ris) My, 


где для каждого повышающего оператора R выражение Rhy 
означает Ёрл. 
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Доказательство. В кольце -& [хЕ', .’.., ХЕ! 


2; 2 (w) х^ +66 — xh+bq == +9 И (x7 aA an") _ 
wes, i<j 
= Th — 4,%; Г). = Иа - Ву) * 


где А (х^) = x} для всех повышающих операторов А. Если 
применить теперь 2-линейное отображение 9: Z[X#!, 


., Е -Л,„, определяемое посредством (x)= Йа для 
всех & = 4", то мы видим, что 


>, &(@) Валь-шо = Ма — Ri) В, 


wes, 
и, значит, (3.4”) вытекает из (3.4’). В 


(3.10) Замечание. Ввиду (2.15) мы можем использовать (3.4) 
или (3.5) для определения «5-операций» в произвольном 
А-кольце R. Если и — произвольное разбиение, а х — любой 
элемент в А, мы полагаем 


S" (x) = det (Pe (x)), a — det Cana (x)), <t,f<m 
где п > Ки) ит > Кы’). В частности, 
sy 0"), SO ЕМО и 
$" (— x) = (—1)!#' S*® (2). 
Результаты примеров 1—3 ниже позволяют вычислить 
А-Я ... а, 5-9) ) и S*((e— 6) / (1 9), 


где а,5, а--элементы ранга | в А-кольце А, такие, что [—4 
обратим BR. 


Так как каждая функция {= А есть целозисленная ли- 
нейная комбинация функций Sy, скажем 


{= >, as 
ВЕ? 
отсюда следует, что f определяет «естественную операцию» 
pl 1 
Е= >, а, 


на категории А-колец. Она естественна в том смысле, что ком- 
мутирует со всеми А-гомоморфизмами (поскольку F есть мно- 
гочлен от операций A‘). Обратно, любая естественная опера- 
ция Е получается таким образом из f = F(e). 


Примеры 


1, Как и в примере 3 § 2, возьмем x; =a men): Если > 
произвольное разбиение длины = п, то 


нора 


j 
“a+b eh {<a 
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+п- 
это определитель Вандермонда от переменных hl : (1 < jn), так что 


в = M+(3 a 
Bg а “G) п (Ш ghttn 4) 
i<j i<] 


а это в силу примера 1 $ 1 равняется 
ros drs I] PA +n- i (9) 
Tr (1— gh) 


где с крюка днаграммы А в точке хей, a ф$,(4) = (1— 
—9)... (1 — Г’). Отсюда ($ 1, пример 3) 
n+e (x) 


ae _ i (A) ag 
$y Oy за, ==9 il 
хел 


1 — gt) : 


где с(х) есть содержание ($ 1, пример 3) точки х SA. 
Для каждого разбиения А, положим 


n ies gt (x) 
ial а 1—9 


хех 
п 
(когда А == (7), это согласуется с обозначением | для 4-биномиаль- 
ных коэффициентов, введенным в примере 3 $ 2). Тогда 


8, (1, Go oer g* о, |. 


[» есть многочлен от 4 степени 
ft 
d== }) (n—e(*)— h(x) = У (a+ 1 — 28) м 
ХЕА i=] 
в силу примеров 2 и 3 $ 1. Если a; — коэффициент при 4' в многочлене 
ne при 0 = {= 4. To очевидно, что а = 4-, В примере 4 $ 8 мы по- 


п 
кажем, что многочлен [al унимодален (или имеет «форму веретена»), 
т, е, что Ap Qa 5... Задар 


п 
Наконец, ¢ помощью (3.5) мы можем выразить | x | как определи- 


tt 
тель из 9-биномиальных коэффициентов k | 


се 
2. В примере 1 пусть п- ©, так что Н (0 = [|] (1 — git), В силу 
im) 
примера 1 " 
в =" TT (1 — gh “=, (9), 
XGA 


где H, (9) — «многочлен крюков» II о-9“). 


EA 
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3. Более общим образом, пусть, как и в примере 5 $ 2, 


Hit)= 1 — 59 
1-56 | — ag't 
Тогда ве 
— пб {№ И ie 
(*) poe I |g ae ee i 
xen 


В самом деле, при замене f на a~'t функция $, заменяется на ат. 


Значит, можно считать, что а = |. Тогда обе части (*) являются много- 
членами от 6, и, следовательно, достаточно доказать, что они совпадают 
для бесконечного числа значений 5. Но при $ == 4" ива =1 мы возвра- 
щаемся к ситуации примера |, и, таким образом, при b == д” утверждение 
(*) справедливо. 

4. Предположим, что х! == [ при ls Gn и х: =0 при >. 
Тогда E(t) = (1+ 7)", и, полагая в примере 1 4 =! мы видим, что 


a пс (x) 
i I hix) 


xen 


Более общим образом, если A(t) = (i +7)4, где X не обязано быть 
положительным целым числом, то 


X + ¢ (x) 
A h (x) 


XGA 


$ 


по той же причине, что и в примере 3: обе части являются многочленами 
от Х, принимающими одинаковые значения во всех положительных целых 
числах. 

Эти многочлены можно рассматривать как обобщенные SE nOut sab 
ные коэффициенты, и они принимают целые значения при целых Х. Для 
всех разбиений А положим 


(+ )- Ц oe 


(это согласуется с обычным neue для биномнальных коэффициен- 
тов). Тогда в силу (3.5) 


(1) (1+1). 
(СО) 


5. Как и в примере 2 § 2, возьмем х; = Ша при 1 “< пиж=0 
при i >a”, и пусть п-» оо. Тогда E(t) = H(t) —e', и из pc 4 мы 


получаем | ee en 
*s “ger lh a) gel " 


6. Обозначим через p(n) число разбиений числа п. Тогда 
det (р (Е — у- Iii, i<in 


равен -Е1 или 0 в зависимости от того, является или нет число п пяти- 
угольным (используйте пример 6 $ 2 в сочетании с (3.4)}. 


Кроме того, 
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7. Пусть т — положительное целое число. Тогда 


т ™m 
а вы 
kyo, д aS 
РА 


ПН а 1 < т!-1)} <i, pen 


В частности, 


И + х;) = det(h,,_,) ') 


i<j 
! | 
8. Рассмотрим кольцо Q, =a sf ae | многочленов от пере- 
@ — 
менных X1,..., Ха и обратных к ним. Для всех & == 4" одночлен аи 


С. бт 
=‘... Xx,” порождает симметрическую функцию 


fiom Se, 
wes), 


$ 
и функции Та, такие, что Gy 2 92...72 On, образуют базис в О)”. 


$ 
Определим линейное отображениеф: Q,”" > A, © О, полагая ф (m,) = 
=h, (с обычным соглашением, что Йа=0, если какое-нибудь © 
отрицательно). | ` 
(а) Для всех a, BS 2" | 
а а.) == det (A ; 
Ф (44%,) ИРИ 
В самом деле, 


a+ 
, ТИ ey п 
_ г (w) у xt (a+ wh) = > 2 (ш) To 4 wp? 
wes, Ww, GS, wes, 


так что | 
ф (4%) = — 8 (2) hos шв = det (Ao +в). 


wes, 
(b) В частности, если А — произвольное разбиение длины = п, TO 
ф (54а) = (Dp (44,4542) = det (44, -1+1) == Sy 
в силу (8.4). Поскольку функции $, образуют Z-6asuc в Ay, отсюда 
следует, Utd @ ([а,а_,)={ для всех [её Л». 


(с) Пусть а, Pe №, и пусть В = (Bo ..., Bi) -—- вектор В, прочи- 
танный в обратном порядке, Тогда =) 5/25 а значит, в силу (а) 


и (b) 
ыы (Рави -1+ |) <i fen 


— эта формула выражает произведение двух З-функций (от конечного 
числа переменных} в виде определителя от функций hy. 


1) Как указал Стенли в [19°], комбинвторный смысл этого примера 
вскрыт в работе [4°]. — pum. перев. 
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9. Пусть а, 6 > 0; тогда (а|68) есть обозначение Фробениуса ($ 1) 
для разбиения (а + 1, 1°). В силу формулы (3.4) 


& 
Sia | by = Вонлеь — Aarelyer tt +e НСО Agy oye 
Если а или 6 отрицательно, определим $], посредством этой формулы. 
Отсюда следует, что (когда а или 6 отрицательно) Sig; y=, кроме слу- 
чая, когда а + 5 = —Т а в этом случае Sia |b) = (—1)?. 
Пусть теперь А — произвольное разбиение длины <n, Умножая мат- 
и hy _; справа на матрицу ({—})!- 
puuy (4,141) os pen "Р Peay (1) 
мы получим матрицу (Sa, 


Cnti-i-k < ken 


ey Беря определители и ис- 
ijn ios pene 


пользуя пример 4 $ 1, мы приходим к формуле 
et О м hee a) 


10, s(lA x, 1+ x... 1+%,)= 2, dy 8) (Xs +001 а), 


причем сумма берется по всем разбиениям и < А, a 


A.+n—i 
d = «et (( )) 
- of i<i,j<n 


Вычислите dy |6 (1 + Kpyeeey 1 + x.) и заметьте, что а, (1 + Хр... 1-Е х,)== 


= а, (х›..Х,}.) | 
Эту формулу можно использовать для вычисления классов Чженя 
внешнего квадрата A°E и симметрического квадрата $?ЁЕ векторного 


т 
расслоения Е. Еслис (Е) = ] ] (1+ х,) — полный класс Чженя pacenoe- 
11 


ния ВБ, то 
с (А?) = JT] (1+ 2, +х)=27” OP TT (1+2=,+1+2*)= 
<] i<j 
an Q~ mM (m— Wg (1 4+ 2x), ..4,1 +22.) 


в силу примера 7, где 6 = (т—1, m—2, ..., 0), и, следовательно, 
с (Л?Е) =2-т(т- DP > 4,2 А ls, (X45 .- Xp) 
Tid 0) 
Аналогично 
2 __9—-m(m~1)/2 | 
с (3 B= ls ee ae 2. d.2'* $4, (+. Хы), 


усе 


roe 2 = (т т—1,..., 1). 

11. Пусть p = (№, ..., Mn) — разбиение длины =, a г— положи- 
тельное целов число. Тогда, работая с переменными x), ..., Xn, мы полу- 
чаем 


п 
(1) | @ +52, — > бр+а+геа’ 


где #, — последовательность с 1 на 4-м месте и 0 в остальных местах, 
Расположим последовательность и + 6 -{- re, в убывающем порядке. Если 
два ев члена равны, то она не вносит вклада в (!}. Мы можем, следова- 
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тельно, считать, что для некоторых р = 4 
Boy tempting, - 9 гв, tap, 


и в этом случае а = (—1) "Ра, у где А — разбиение 


ие -гед 
A= (Ир Ир И, РРЬ-9Т,, и, + |, Ва th, 
Нар **** Ви; 


значит, разность 9 = А--й является косым г-крюком. Определим высоту 
ht{8} косого крюка 0 как уменьшенное на единицу число строк, которые 
он занимает. В этой терминологии предыдущее обсуждение показывает, _ 
что 


(2) 3p, = >. (0-5), 


где сумма берется по всем разбиениям А > р, таким, что А — й есть косой 
г-Крюк. 

Из (2) вытекает, что для любых трех разбиений A, в, р, таких, что 
[A] = | -+ |2], коэффициент при $) в произведении „р, есть 


c—1)h* (5), где сумма берется по всевозможным последовательностям раз- 


биений $ == (AM, AC)... AC), таким, что д == AO с А... < А") = 
= А, каждая разность AY} — 9-1 является косым р:-крюком и 


ht ($) = У ht (МО — 4079). 
i 


12. Пусть а: Д[хь ..., Xn] An есть Z -линейное отображение, опре- 
деляемое формулой © (х@) =5а для всех ae №. Тогда с Аз-линейно, 
т. e. o(fg) = fo(g) для [ЕЛ ивей[хь ..., х,|. В самом деле о(х“) = 
_ а а (x%+9) где 


а == > $ (и) w 


wes, 


— оператор антисимметризации. По линейности © (2} == а; 'а (вх) для 
всех = [х,,..., Xa], и наш результат вытекает из того факта, что опе- 
ратор @ Аз-линеен, 

13*. Если a, 8 = 0, то 


р! Cy 0 een 0 
P2 DS =. Ш 
Pars ae Cath 
Posba1 °° Py 
где (¢;, ..., €a¢s) = (—1, —2,..., —a, 6, @—1, ..., 1). [Воспользуйтесь 


соотношением 54 | 6) + Sia41 15-1 == йа41@», вытекающим из первой фор- 
мулы в примере 9, а также формулами из примера 8 $ 2 и индукцией 


по 5.1 
ss I+ ах, ` ии 
14". [] pea EM HORI HE HM) У за 
ipl . а, 20 
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15*. Пусть М — некоторая пХ л-матрица с собственными значениями 
№, ..-, Ха. Тогда для всех целых г > 0 выполняется равенство 


п! 


MPT = > ОР т (р +++» Hn) Ме 
р= 


(Rees МИ! = =, a, Mee, oe ae Py iat (1:17); из этой 
р 


р 
системы уравнений находятся коэффициенты Go, ..., An—1.] 
16*. Пусть А, и — разбиения длины = п; положим 


Ри (A, п} == det (Ри +2111) <i, f<n 


(считая, что po = п}. Тогда в A, выполняются равенства 
s,= P(A, В)/Р„ (0, в), $5 =P, (A, n)/P,, (0, 0). 


[Заметьте, что P, (4, и) =a, a. 5] 


17*, (а} figs р — целое число > 2, и пусть @ = HIP, Если A— 
произвольное разбиение длины = р, TO 


А — А - 
(*) 5 (1, 6, ..., 0 ) == =: 
А. @?-t — @P-! 
l<i<f<p 
откуда следует, что Sy (1, i, 4,6" и равняется +1, если Е (при- 
мер 6(4) $ 1), и равняется нулю в противном случае. Точнее, если 


76, TO 


$), (1, ®,..., @?—') —_ Ty (a), 


ет gel) — это знак &(w) Soe элемента weES,, такого, что 
#6» (пло р), где бр = (p— 1, p—2, ..., 1, 0 
(5) В дальнейшем будем предполагать, что р — нечетное простое 
число, Тогда 


Е (= П (+01) = 1+? = (1 + 92 (mod р), 


i=] 
а значит, Sy (1, Oss „®Р-1) == s, (1, 1,..., 1) (mod p) = (ee) (пример 4). 


Таким образом, |. ) = 0 (mod р), за исключением случая, когда A eth 


(c) Пусть ¢ 34 P—apyroe нечетное простое число, и пусть A=: 
= (g —1)6,. Тогда 


8 (I, 1, ee ey 1) meg? (PDP = (+) (mod р), 


где (+) — символ Лежандра, равный +1 или —I в зависимости от того, 
является или нет число 4 квадратичным вычетом по модулю р. 

(4) Из (a), (b) и (©) вытекает, что S(q-1) 8, (ро, ..., oP!) = ($. 
С другой стороны, из формулы (*) в п. (а) вытекает, что $1 (1, ©, ... 


‚ 9?!) есть р-я степень вещественного числа Il (0:4 -- в Ч) (о! — 
ies | 
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—o-'),rae $ = И 2 ‚ (р— 1)/2}. Следовательно, 
т 
р Ц ee 


(е) Пусть Е Тогда 


оо] hh jl ed ah Ths 
ee Пе О, © 51°) (71-87), 
где Т = {1,2,. СП Таким образом, 
(4) = (clot — 571071) (Qf! — tlm 4), 
LeS, И, 


Выведите отсюда, что 


(+) == (—1)(P—(9—-DA (=) 


(квадратичный закон взаимности). 


Замечания и библиографические указания 


$-функции впервые рассматривались Якоби [20] как 
частные от деления кососимметрических многочленов на мно- 
гочлен а;; мы ввели их точно таким же образом. Их место 
в теории представлений симметрических и полных линейных 
групп, которое мы опишем позднее, было обнаружено значи- 
тельно позже Шуром [44]. Название «$-функция» (или 
«функция Шура») принадлежит Литтлвуду и Ричардсону 
[28]. Тождество (3.4), выражающее 5$; через функции fA, пер- 
воначально появилось у Якоби [20| и часто называется тож- 
деством Якоби — Труди. 

Результаты примеров |—4 можно найти в книге Литтл- 
вуда [29], гл. УП, в которой приведены ии другие результаты 
того же сорта. Формула из примера 8 для выражения произ- 
ведения двух $-функций в виде определителя от функций A 
по существу принадлежит Якоби (цит. выше), хотя и пере- 
открывалась впоследствии. Результат примера 9 принадле- 
жит Джамбелли [56]. Пример 10 принадлежит Ласку [26]. 

*Доказательство квадратичного закона взаимности, наме- 
ченное в примере 17, по существу совпадает с доказатель- 
ством Эйзенштейна (см. Ж. — П. Серр, Курс арифметики, 
приложение к гл. Г). Данное здесь изложение принадлежит 
Кацу [35* ]*. 


4. Ортогональность 


Пусть x == (ль, хо, ...) и y=(¥1, Yo, ...)— две конечные 
или бесконечные последовательности независимых перемен- 
ных, Мы будем обозначать симметрические функции OT пере- 
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менных x через sa(x), pa(x) ит. д., а симметрические функ- 
ции от переменных у — через sa{y), Pa(y) ит. д. 
Мы дадим три разложения в ряд для произведения 


TT — xy)". 


Первым из них является 
(4.1) TT = xy) = Хар, (9) P, 


где сумма берется no всем разбиениям dX. 


Это вытекает из формулы (2.14), примененной к множе- 
ству переменных X,Y), 
Далее, 


(4.2) Пали“ = Ут = Ут ь Ws 
где сумма берется по всем разбиениям \. 


Доказательство. Имеем 
Ц (l—x,y)) = II Н (у,) = п ba h, (x) y= 
= Di ha (x) y* = % fa, т, 


где © пробегает все последовательности (@, @2, ‚..) неотри- 
цательных целых чисел, такие, что У, а, < оо, а А пробегает 
все разбиения. № 


Третьим тождеством является 
43) © (Td x)= 2 @ 4), 


где сумма берется по всем разбиениям \. 


Доказательство. Наше тождество есть следствие (4.2) и 
(3.7’). Пусть x = (%1, ..., Xn) HY = (и, ..., Yn) — два конеч- 
ных множества переменных, и пусть, как обычно, 6 = (я — 1, 
п—2,..., 0). Тогда в силу (4.2) 

fh 


(4.4) ay (x) ay (и) tl, Та р Ва (х) 8 (w) узо 


(суммирование по ве= № и we S,) = 
== ав (x) p> & (w) Ир шв (x) y® = 2, a, (x) y® 


в силу (3.7’). Поскольку dwg = e(w)ag, последняя сумма рав- 
няется ),4,(х) а,(/) (суммирование по yi >1:>.., 
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‚.. > Yn г 0), т.е. она равняется 


2. а +6 (%) Gnas (9), 


где сумма берется по разбнениям ) длины =п. Это доказы- 
вает (4.3) в случае п переменных х; и пл переменных уг; те- 
перь, как обычно, пусть n> со. № 


Определим далее скалярное произведение на А, т. е. били- 
нейную форму <u,v> со значениями в Z, потребовав, чтобы 
базисы (fy) и (т») были двойственны друг другу; 


(4.5) (has ty) = Say 
для всех разбиений A wp, где by — дельта-символ Кронекера. 


(4.6) Для всех п > 0 пусть (и») и (ох) — два О-базиса в Ag, 
параметризованные разбиениями числа п. Тогда следующие 
условия эквивалентны: 


(а) (из, 0,) = 5, для всех A, р; 
(b) Уши = Пари”. 
Доказательство. Пусть 
и) = 21 daplte и, = > Врата. 
Тогда 
(из, Oy) == 2. By Oyo» 
так что утверждение (a) эквивалентно 
(а’) 2, @лобир == Ory 
В свою очередь утверждение (Ъ} эквивалентно тождеству 
2. Uy (x) 0, (у) = 2, h, (x) m, (у) 
в силу (4.2), а значит, эквивалентно 
(b’) 2. Oy Dre = бро. 
Поскольку (a’) и (b’) эквивалентны, To (a) и (b) также экви- 
_ валентны. М 


Из (4.6) и (4.1) вытекает, что 


(4.7) Par ребе, = 
так что p, образуют ортогональный базис в Аз. Аналогично 
из (4.6) и (4.3) получаем 


(4.8) (Sy, Sy) = бур, 


50 Гл. Г. Симметрические функции 


так что функции $, образуют ортонормированный базис в A, 
а те 5», для которых |^|=п, образуют ортонормированный 
базис в А”. Таким образом, любой другой ортонормированный 
базис в А” должен получаться из базиса (5%) преобразова- 
нием с помощью целочисленной ортогональной матрицы. Но 
единственные такие матрицы — это матрицы перестановок 
с возможной переменой знаков, следовательно, (4.8) характе- 
ризует функции $» с точностью до порядка и знака. 
Мы видим также из (4.7) или (4.8), что 


(4.9) Билинейная форма <u, и} симметрична и положительно 
определена. № 


(4.10) Инволюция. ® есть изометрия, т. е. CMU, ви» == CU, и». 


Доказательство. Из (2.13) получаем, что в (р».) == pa, зна- 
чит, в силу (4.7) имеем <w(pa), ®(рь) > = (Pa, ри», что дока- 
зывает (4.10), так как функции р» образуют ©@-базис 
в Ag (2.12). @ 


Наконец, в силу (4.10) и (4.5) <ез, [> == Oxy, где |, = 
— (111), т.е. (@,) и (1) — двойственные базисы в Л. 


Замечания. 1. Применяя инволюцию ® к симметрическим 
функциям от переменных х, мы получим из (4.1), (4.2) и 


(4.3) три разложения в ряд для произведения П (L-+ x,y;), а 
именно 

(4.1) п (1+ yj) = 2% вл, 'P, (9 P, 0), 

(4.2) It (I+ xy) = >. т), (х) е\, (у) = 2. е,, (x) т, (и), 

(4.3) Пали) = 2 в» (#9) sy), 


последнее с помощью (3.8). 
2. Если х, у — элементы А-кольца К, то 


(xy) = Хаки (x) wh (y) HAT DSH (x) Sd (ИА! 
в силу (4.1) и (4.3) и 

dy (44) = >) вари (x) ph (y) fl DSH (x) ЗИ! 
в силу (4.1") и (4.37). 


Примеры 
1. Взяв в (4.3) у ==... = уз ==Ь Ул = Ува ==,..=20, мы полу- 


THM 
E(t)" = D> 5, (4) sy) > (A) si (ares 
^ А 
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в обозначениях примера 4 § 3. 

Коэффициенты при степенях Ё в обеих частях являются многочленами 
отл (с коэффициентами из Л), которые совпадают при всех положитель- 
ных целых значениях A, а значит, тождественно равны. Следовательно, 


Х 
ви 5. (Ты 
A 
для всех Х. Заменяя X, Ёна —X, —& мы получим 


но” = У" (у, эй 
A 


Эти тождества обобщают биномиальную теорему. 
усть yi = 9-1 при | <= п и ш=0 при [> м. В обозначе- 
‚ ниях примера | § 3 мы А из 3 (43' ) 


[Leu ее |». 


i=] 


[Lao tae aha 


{= | 


Аналогично из (4.3) 


Переходя в этих формулах к’ пределу при п -» oO, мы получим 


4 д? №) 
I] (1+ х,9 = DH AC) (q) S, (x), 
i,j pl 
п (^) 
| 
I] (1 — xq ) = tw (a) Sy (x), 
i, j>1 A 
где Ay (9) = С (1— 9% #)) — многочлен _длин крюков, соответствующий 
Хх & 
разбиению A, 
3. Положим ИУ =... == у» = ЦП, Уп == Уна =... = 0, и пусть 


п-— oo, Тогда 


ИС в ae (x ,f) = exp t), 
i 
зат (f)> Па в в 


хех 
где й(^,) есть произведение длин крюков диаграммы А. Значит, мы полу- 
чаем из (4.3’) 


а" és 


и, следовательно, 


a п 
fm 2, та \ 


|A|=a 
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или, что эквивалентно, 
(ef, s,) = nl/h (A). 


4. В силу (2.14) и (4.7) (В, р))=1 для всех разбиений ^ числа и. 
Двойственным образом, 


(en? Py) ey 
т п 
5. И al (Ни) = У, 8, 55, (9), 
j=l Joi x 
где суммирование проводится по всем разбиениям А = (А, ..., Am), та- 


ким, что Ay = а (т.е. AC (n™)), а № = (m — А, weap MO Ar) (в (4.1%) 


замените и; Ha у; 1 и освободитесь от знаменателей). Значит, в силу при- 
мера 10 $3 


т It 
Ц UL + +9) 34 8, 5 W 


где суммирование ведется по парам разбиений A, и, таким, что WCAC 
<= (п”). Эта формула дает классы Чженя  тензорного ‘произведения 


Е®Р векторных расслоений, так как если с (ЁЕ} == Il (i+ x i) u¢c(F)= 
= Ц (Ти D> — полные классы Чженя расслоений Е и F, то c(£@QF)= 
= Па, +) 

6. Пусть А == det ((1 — хи) \ret, 15а (определитель Коши). Тогда 


в 


A == a, (x) а, (y) p> (i x,y)" 


» i=l 


В самом деле, умножив все элементы i-A строки матрицы ((1 — xy a) 


it 
Ha TI (1 — ху), мы получим матрицу D, элемент (/,/) которой есть 
j= 


ft 
It (! — x.) = >. xy Ее (11°, (и) 
г = 


в обозначениях (3.6), Это показывает, что D= A, (x) М (и), так что 
det (D) =a, (x) а {и}. С другой стороны, из определения D ясно, что 


det (D) ==А. [| (1 — x,y,). 
Кроме того, так как 


A == det (1 хи, + xi; a a .) = > det (ху!) = b> аз (x) y 
а | а 


где суммирование идет по всем © == (a), ..., &n) ® №”, то 


= ya By 4.5 а, 15 (9), 


где сумма берется по всем разбиениям А длины = ft. Отсюда получаем 
другое доказательство {4.3). | 

7. Аналогично тождество (4.3’) можно доказать прямо, не обращаясь 
к двойственности, Рассмотрим определитель Вандермонда а, (х, у) от 


2п переменных ль ..., Xa, Yi, «e+, Ya; © Одной стороны, он равен 
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а, (x) а, (y) {I (*;— с другой стороны, раскладывая этот определи- 
nes о. правилу а мы убедимся, что он равен 
1 _пещ)} 
(1) XH (ea, 9 а, () 


где суммирование идет по MEN", таким, что 22—-| Sw грех, 
. > Un => 0, | есть строго возрастающая последовательность, состоя: 


щая из целых чисел в [0, 2и — 1], отличных от всех пи, ae (р) == »` (2n— 
—i— p,). Записывая и == 4+ 6 и используя (1.7), мы видим, что выра- 
жение (1) равняется 


(и ome Dae 2,48) Bars § (y~ ), 


где сумма берется по всем разбиениям A, таким, что КА) ви КМ) = п. 
Заменяя теперь каждое #; на у; г мы получим (4.37). 


Замечания и библиографические указания 


Скалярное произведение на Л, по-видимому, было впервые 
введено Холлом [17]. Пример 5 принадлежит Ласку [26]. 


5. Косые $-функции 


Каждая симметрическая функция f = А однозначно опре- 
деляется своими скалярными произведениями с функциями 


$), а именно 
p= 2. G, Sy) Shs 


так как s, образуют ортонормированный базис в A (4.8). 
Пусть А и и— разбиения; определим симметрическую 
функцию 5л/„ соотношениями 


(5.1) (5Адьь 5, $и$м) 
для всех разбиений у. Функции 5м, называются косыми 
$-финкциями. Эквивалентно, если chy — целые числа, опреде- 
ленные формулой 
= А 
(5.2) $15, = 2. С.» 
то 
(5.3) $, = > от 


В частности, ясно, что зл/о = Sa, где 0 обозначает нулевое раз- 

apart Kpome того, я —0, за исключением случая, когда 
А| =|и|--|\|, так что функция Sp, однородна степени 
A|—|u]| и обращается в 0, если |^| < |и|. (Мы вскоре уви- 

ДИМ, ЧТО Sasp = 0, если не выполняется включение A > р.) 
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Пусть теперь х = (хи, Хо, ...) ии = (уу, ...)— два мно- 
жества переменных. Тогда 


Ds нь (9) 8, Y) = 2. Chiv8y (*) 5, (9) = 2. 5, (x) 5, (Y) 8, (9) 


в силу (5.2) и (5.3) и, следовательно, | 
2, в (2) Sa (И) = Su (9) >) №, (#) ть (y) 


в силу (4.2) и (4.3). Предположим теперь, что и = (и, ... 
..., Yn), TAK что указанные выше суммы берутся только по 
разбиениям А и V длины эп. Тогда предыдущее равенство 
можно записать в виле 


>. Siu (x) алв (у) = >. hy (x) ту (у) авьв (У) = 
га 2 he (x) >. 2 (w) yor w (utd) 


(сумма по «= №"). Значит, Sayy(x) равняется коэффициенту 
при y+ в этой сумме, т. е. 


5$ми == $. & (w) #л.+8-ш utd), 
wes, 
с обычным соглашением, что A, == 0, если хотя бы одна KOM- 
понента с; вектора & отрицательна. Эта формула может быть 
также записана в детерминантной форме 


(5.4) $4, == det (fa,-n, 
где п > КЛ). 
При и = 0 формула (5.4} превращается в (3.4). 
Из (5.4) и (2.9) получаем также 


-1+1) <11<" 


(5.5) Sy, == det (6-11) ан" 
где т > КА’), и, следовательно, 
(5.6) @ (Saja) == 5. 


Из (5.4) вытекает, что S,;, = 0, за исключением случая, 
когда A; > ш при всех i, т. е. когда A = и. В самом деле, если 
Ae < uy для некоторого г, TO Ai; Ay <prop при 1<]= 
<r<i<in, и, следовательно, А: — и —{-- ]< 0 для этой 
области значений (i,j). Поэтому матрица (и, -1+1) имеет 
(п—г-- 1) Х гблок из нулей в левом нижнем углу, а значит, 
ее определитель обращается в 0. | 

Те же рассмотрения показывают, что если Аи и 
Ur > Ary, для некоторого г «< п, то матрица (fa, -v,-1+1) имеет 


_ fA C 
BHA cS “A где А состоит из г строк и столбцов, а 
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В—из п—г строк и столбцов, Так что ее определитель 
равен 4е{(А}4еЁ(В). Значит, если косая диаграмма А — к co- 
стоит из двух не связанных между собой кусков 0, ф (каждый 
из которых есть косая диаграмма), TO Sa/y == 59.5%. Сумми- 
руя, получаем 


(5.7) Косая $-функция sx; обращается в 0, за исключением 
случая, когда KOU, а в этом случае она зависит только от 
косой диаграммы ^ — в. Если 0; — компоненты ($ 1) диаграм- 


Когда число переменных х; конечно, можно сказать больше: 


(5.8) sayu(%1, ..., Х„) =0, за исключением случая, когда 0 < 
< А, — в, <n для всех ipl. 


Доказательство. Предположим, что А, — в, > п для неко- 


торого г > 1. Поскольку @n+) = еле == ... =0, как и выше, 
мы получаем, что матрица (е,;-ш- +1) имеет прямоугольный 


блок из нулей в правом верхием углу, причем одна из вер- 
шин этого прямоугольника лежит на главной диагонали, а 
значит, определитель обращается в 0. № 


Пусть теперь х =(X1,%, ...), И=(Уь у, ...) и 2= 
= (21, 22, ...)— три множества независимых переменных. Тогда 
в силу (5.2) 

(а) >. sam (x) 5» @) Su (И) = >. Su (9) Sy (2) ЦИ — #28), 
мВ Ц i, 


что по (4.3) равяяется 


п (1 — жгь)^ Ц Е — Yj24)- 


и, следовательно, равняется также 
() ¥ s(x, Уз @), 
где 5^(х, и) обозначает $-функцию, соответствующую разбие- 


нию A, от множества переменных (х1, хз, ..., И, уз, ...). При- 
равнивая (a) и (b), мы заключаем, что 


(5.9) $, (4, и) = >, Sin, (Х) Sy (Y) = 2. сиу (9) 5, (x). 
Более общим образом, 


(5.10) ЗА (х, у) — 2, Sa/y (x) ЗУМ (5), 


где сумма берется по разбиениям у, таким, что }, >У>ц, 
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Доказательство, Из (5.9) получаем 
2 Sam (х, ¥) Sy (2) = Sa. (х, у, 2) = 
= 2. Saw (X) Sy (у, 2) = 2 Shiv (x) Svju (и) Su (2) 


снова в силу (5.9); приравняем теперь коэффициенты при 
$и(2) на обоих концах этой цепочки равенств. № 


Формулу (5.10), очевидно, можно обобщить следующим 
образом. Пусть 0, ..., ^("} — это п множеств переменных и 
^, и — разбиения. Тогда 


п 
(5.11) Se, (9, 000, = у. П S yay i-D (xt), 
, (veo or 


где суммирование идет по всем последовательностям (у) = 
= (vO, vO ..., м") разбиений, таким, что YO = р, vi = А 
Byes .,.. vit, М 


`Применим (5.11) в случае, когда каждое множество пере- 
менных x) состоит из единственного переменного x, Для 
единственного х из (5.8) вытекает, что Sas, (х} == 0, если A— вц 
не является горизонтальной полосой ($ 1), а в этом случае 
Siu (x) = х!^-#1. Отсюда следует, что каждое из произведе- 
ний в сумме в правой части (5.11) есть одночлен x;1... хим, 
где a=|v"—v""? |, и, значит, мы представили $л/р (Хи, ... 
..., Аи) Как сумму одночленов x%, по одному на каждую 
таблицу ($ 1) Т формы А—ы. Мы будем писать x? вместо x, 
если вес Т есть @ = (91, ..., @a). Гогда 


(5.12) Siu == 2. x, 


где сумма берется по всем таблицам Т формы AX—u. № 


Для каждого разбиения у, такого, что |у|=|А—в|, обо- 
значим через Ky, y Число таблиц формы А— р и веса Vv. 
В силу (5.12) 


(5.13) No 2. Кл-и, yy, 

и, следовательно, 

(5.14) Кл-ц, v= (Sa/us hy) = {Sty Sp/ty), 
так что | 
(5.15) $ийу = >, Ку-в, ЗА. 


В частности, предположим, что у == (7) — разбиение с един- 
ственной ненулевой частью, Тогда Ky~p, (7) есть | иди 0 в за- 
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BHCHMOCTH от того, является или нет диаграмма А — и гори- 
зонтальной г-полосой, и, значит, в силу (5.15) 


(5.16) she = 2 Sr, 


где сумма берется по всем разбиениям А, таким, что А— и 
есть горизонтальная г-полоса. № 


Применяя к (5.16) инволюцию в, мы получим, что 


где сумма берется по всем разбиениям ih, таким, что Х— К 
‚есть вертикальная г-полоса. № 


Замечания. 1. Легко дать прямое доказательство (5.17). Рас- 
смотрим (для конечного числа переменных хи, ..., Xn) произ- 
ведение 


ар, = У, 2() хе + У, x0 == У, ара, 
wes, a a 


где сумма берется по всем @ GN", таким, что все a равны 0 
или 1 и У а, ==г. Для таких я последовательность 


и а- 6 = (ша 1 — Ь + %- 1—2, ..., в. + Gy) 
расположена в невозрастающем порядке, так что мы должны 
только выбросить Te @, для которых какие-нибудь два ее со- 
седних члена совпадают. У нас останутся те &@, для которых 
А = и-- а есть разбиение, т. е. такие, что А — и —- вертикаль- 
ная /’-полоса. Это доказывает (5.17), а значит, по двойствен- 
ности и (5.16). Мы можем теперь провести остальные рас- 
суждения в обратном порядке: (5.16) влечет за собой равен- 
ство (5.15} с помощью индукции по длине разбиения v, а 
значит, и (5.14), которое в свою очередь есть просто пере- 
формулировка (5.13). | 

2. Предложение (5.12) лежит в основе приложения 5-функ- 
ций K перечислению плоских разбиений (см. примеры в конце 
этого раздела). По этой причине специалисты по комбинато- 
рике часто предпочитают принимать (5.12) за определение 
$-функций (см., например, [51]}. Преимущество такого под- 
хода состоит в том, что мы сразу имеем простое явное опре- 
деление, но почему должно быть выбрано именно такое опре- 
деление, заранее непонятно '). 

3. В произвольном А-кольце можно определить операции 


Sno формуле (5.3): 
CME = > es". 


1) Кроме того, при таком подходе нужно отдельно доказывать сим- 
метричность функции S,,,, а это не совсем тривиально, — Прим, перев. 


58 Гл. 1. Симметрические функции 


Тогда, например, (5.9) принимает вид теоремы сложения: 
Sx = LS (x) SW) 


для любых двух элементов ху А-кольца. Аналогично интер- 
претируются остальные формулы этого раздела. 


Примеры 


1. Пусть А — р — горизонтальная полоса. Тогда S44, =, = Ay Ay, ..., 


где числа Vi — длины компонент нашей полосы (примените {5.7)). Анало- 
гично если А— есть вертикальная полоса, TO Say =е,„е,,..., где 


числа ^; — снова длины компонент этой полосы. 
2. Пусть А — разбиение числа п. Тогда число стандартных таблиц 


формы А есть Ky (п) = (Se ht) в силу (5.14). Согласно примеру 3 § 4, 


отсюда следует, что число стандартных таблиц формы А равно в!/Й (А), 
где й(А) есть произведение всех длин крюков диаграммы A. 

3. Для каждой симметрической функции [ЕЛ пусть D(f): А-—+А-- 
оператор, сопряженный к умножению Ha f, т. е, 


(D (f) 4, 0) ==, |) 


для всех u,v GA, Тогда D: A-»End(A) является гомоморфизмом колец. 
(a) Для каждого разбиения и обозначим через D, оператор D (sy). 


Тогда поскольку 
«Риз» Sy) == (Sar Su8y) = (Sajur Sy) 


для всех A, р, у, то Dys, = $), 
Отеюда в силу (5.9) 


54, (0.4) = py Ds, (x) 8, (9) 
и, следовательно, для всех f EA 


f(x, 9) = У, DF (x)+s,, (9). 
с | 


(5) В (#,) т, =0, за исключением случая, когда и == А 0% для не- 
которого разбиения V, а в этом случае В (1,) т, = т, В самом деле, 


2 (44) May AL) == (ту, hy Л.) = (ту, Ay yy) 
ЧТО рано 0, если не выполняется равенство | == AU vy. 
частности, р (* 3 ту, ==0, если пл не есть часть разбиения в, и 
D (в) m, =m, если п- часть р, где у — разбиение, получаемое из И 
выбрасыванием одной части п. Отсюда вытекает, что для каждой }(хь, 
x1, Хо, ...) © А функция (D(hp)f) (хи, x, ...) есть коэффициент при xp в р 
(с) Рассмотрим теперь Д(р„}. В силу примера 4 $ 4 при Мп 


{В (Pn) Myr РА) = (Aye Рар,) == 1 == (Ву Py) 


для всех разбиений Л числа №— п. Отсюда D(prjhw == Йу_и, и, следова- 


тельно, 
Р(р,) = >) 1,9108 
г >50 
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если симметрические функции записаны как многочлены от функций A. 
Двойственным образом, 


р (P,) = (—1)"~! р e,0/0e, 4, ’ 


если симметрические функции записаны как многочлены от функций е. 

Далее, (D (р„) Py, Pry == (Py P,Py) что равно 0 при AA PU (п) и 
2, при А = uw U (n). Отсюда следует, что Dip a) p, == 0, если п не есть 
часть разбиения A, ин D(p,) py =2ал р, если и — часть А и & — раз- 
биение, получаемое из А выбрасыванием одной части n. Из определения 
2, следует, что 22. ‘==п.т„ (А), rae т„(А) — кратность вхождения и 
в разбиение А, и, следовательно, D(pn) == пд/др»„, если симметрические 
функции записаны как многочлены от функций р. В частности, операторы 
О(р»} являются дифференцированиями кольца А. 

Поскольку каждая функция {<= А представляется в виде многочлена 
Ф (ри, Pe, ...) с рациональными коэффициентами, TO 


D (f) =a? (O/Op,, 20/др-, os .) 
— линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами. 


4. Имеем 
> „= (1 — *,) Па- т s 
i i<j 


где слева сумма берется по всем разбиениям A. 
Достаточно доказать это для конечного числа переменных хи, ..., Xm 


Обозначим 7. Sy (ху, ава x,) через D(x), ..., Xn) — теперь это сумма по 


разбиениям А длины < л. С помощью индукции по п достаточно пока- 
зать, что 


п 
Ф (41, veer Hey И) HD (41, ..., x.) (1 — у)! I] (lL — ee 
Из (5.9) следует, что 
i 
D(X), 2005 xy v= 2, у (ко x)» 
‚И 


где сумма справа берется по всем парам разбиений A> и, таким, что 
(и) = пи А— и есть горизонтальная полоса. Для каждой такой пары 
А, и определим разбиение уси равенствами п; — Vi = М! — ша: (1 > 
2» 1), так что [A —p| = A; — м, + |1 — |. Тогда А восстанавливается по 
разбиениям Ц, У и целому числу Ay — М, откуда 


(+) р (х1, area “= De h~v ыы и (x,, ue x») 


где сумма справа берется по парам разбиений и > Vv, таким, что Ки} = п 
ин —^ есть горизонтальная полоса. В силу (5.16) правая часть (*) равна 


>, у" (1 —y') fp (X41, «+05 Xn) Sy (т, мы Xn) 
\, г г 


где суммирование ведется по всем разбиениям У длины = и всем це- 
в . 
лым г Zz 0; эта последняя сумма равняется (1 — y)7! ll = ху) ' x 


ХФ(х,,..., x,), что и требуется, | 2 
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5. (а) Имеет место равенство 


> ad П (1 rs x I (1 — х:х 
i<j 


и четно { 


где сумма слева берется по всем четным разбиениям й (т. е. все части | 
четны). 

Каждое разбиение А однозначно приводится к четному разбиению р 
удалением вертикальной полосы: возьмем р = А; если A; четно, и | = 
= А,—.], если № нечетно. Из этого наблюдения и (5.17) вытекает, что 


(3.0) (Zo) Es 


и четно 
где сумма справа берется по всем разбиениям A, Поскольку У е, == 
== |] (1+ х,), наш результат вытекает теперь из примера 4. 


(b} Имеем 
sy T= 4) 
b<] 


‚ Доказательство двойственно к доказательству п. (а): каждое разбие- 
ние Аоднозначно приводится к разбиению с четными столбцами удале- 
нием горизонтальной полосы. Из этого наблюдения и (5.16) следует, что 


й ру *v) (2, *,) в >. Sy 


и так как 2, h= [ (1 — rn ee доказываемый результат снова выте- 
г 


у’ четно 


кает из примера 4. 

Тождества из пп, (а) и (5) переходят друг в друга под действием 
ИНВОЛЮЦИИ 4), 

6*. Имеет место равенство 


У: (-1)" (A) 5) == И ((— Хх) (i+ x,%))7" 
А <] 
В самом деле,заменяя в примере 5 (Ь) переменные х; на^/-Г. х› мы получим 


ie 4. x,X,)7' '- >. (ПРИ, 


где сумма берется по разбиениям Vv, у которых все столбцы имеют чет- 
ную длину. Каждое разбиение A получается, причем единственным обра- 
зом, присоединением горизонтальной полосы к некоторому разбиению Vv 
такого вида, откуда вытекает, что 


о, ви дс, 
$ <] г>0 ч 
р | 
№ 
где f (A) = », ES {как обычно, [х] — это наибольшее целое число, не 


превосходящее х}. Поскольку [=] = & ) (mod 2), из (1.6) вытекает, что 


(А) = n{A) (mod 2). 
. To же рассуждение, что и в примере 3(b), показывает, чго 


г; — [— #1)! 1— хх) 
2. A IT i) РК sj) 
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где сумма берется по всем разбиениям A, а c(A) — число столбцов нечет- 
ной длины в А. Это тождество включает в себя тождества примеров 4 
(при { = 1) и5(5) (при f = 0). 

8. Применяя к примеру 7 икволюцию @, мы получим 


ye ™s Ul , = I] — 
A Lx? 1 —х;:х ; 
Fy i b ic] i” f 


где сумма берется по всем разбиениям A, а г(А) есть число строк в А 
нечетной длины. При Ё==1 это сводится к примеру 4, а при f = 0— к 
прнмеру 5(а). 

9. Произведения 


Па-»»), На-») Па-»») Па-»я) Па-*я) 
<} i 1] i 


i<.] 


(т. е. обратные к произведениям из примеров 4, 5(a), (b) также могут 
быть разложены в ряды из э-функций. Эти разложения можно вывести 
из тождества Вейля для систем корней типов Dy, Ви и Си соответственно. 
(Если А — система корней с группой Вейля W, системой положительных 
корней R+ и полусуммой положительных корней р, то тождество Вейля 
([6], с. 230) имеет вид 


(+) У (в) = (6-е 47), 
“+ 


где ¢({w) —sHak элемента we W, а символы е®? есть формальные экс- 
поненциалы. } 
(а) Когда К имеет тип Dy, тождество (*) приводит к тождеству 


2 
У Hl ls (xy нь, = Ц (1 — 4%) 
п 13 


причем сумма берется по всем разбиениям л, имеющим в обозначениях 
Фробениуса вид л == (0—1, ..., бр —1 | 4, ..., Op), где a Qu—l. 
(5) Когда К имеет тип С», мы получаем из (*) 


ны Sq (Xo *)= 110 — *1) il — *1%)) 


о 


— сумма по всем разбиениям р = (и +1, ..., 0% +1 | oH, ..., Op), где 
и п — 1. 
(с) Когда А имеет тип В», мы получаем из (*) 


у (—1° [+2 (в)\/2 $0 fie as x y= [] (1 oa x) Па om dis 


с i 


причем сумма берется по всем самосопряженным разбиениям O = Е лы 
.., Op | M1, ..., р), таким, что в! чп — 1 a p(o) = р. 

10. На языке А-колец тождества примеров 5(а}, (b) и 9 дают разло- 
жения в ряды по $-операциям для 0:(07(X)}, 6:(^7(х)), 2№(0?(х)) и 
№(А72(х)), а именно 


0; (o* (x)) = 2, SH (x) ВНР, с; (^^? (x)) = Ух. $* (x) ИУ Ге 


и четно у’ четно 


ds (07 (x) = FSP (ИРИ, д, (A? (4)) = У! 5" (x) т, 
р a 


где последние две суммы берутся по разбиениям р = (и +1, ..-, A+ 
НИ а ..., @р) и w= (и ..., 1 | 4, ..., р). 
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11. Положим в формуле примера 4 х=... == Хи = В Хи = 
== Хм ==... ==0. Тогда 5.) = ( if) ПА! (пример 4 $ 3), откуда для 
всех п = 0 | 

x (› ) = коэффициент при в (1-0 -Ма-В)-М OP = 

JA | watt 


= коэффициент при # в (1 — t)7 NNTP (1+ py- NW -DP 


Поскольку выписанное соотнощение верно для всех положительных целых 
М, это полиномиальное тождество, т. е, 


у | ) = коэффициент при Poa ~~ X (X42 ie t)~X (X= 12, 
1A | =n 


12. В тождестве примера 4 положим x, =... == Хм == ИМ, хуи = 
— Aveo =... = 0, и пусть Nooo, Тогда мы получаем из примера 11, 
что 


й (%)-' == коэффициент при ¢” в exp € +5), 
| A Jew st 


где (пример 3 $ 4) A(A) есть произведение длин крюков A. Из при- 
мера 2 следует, что общее число стандартных таблиц веса (1”) равно al, 
умноженному на коэффициент при #" в exp({t-+ #/2). Это число совпадает 
также с числом таких перестановок WE Фи, что и? = | 

13. Пусть А — разбиение. Плоским разбиением формы № называется 
отображение пл из (диаграммы разбиения) A в положительные целые чис- 
ла, такое, что л(х,} > л(х2}, если точка хз лежит ниже или правее, чем 
Хх, в диаграмме A. Числа л(х) нзываются частями плоского разбиения л, 


_ а число 
| 11 = >) x(x) 
xea 


называется весом п. Каждое плоское разбиение л определяет последова- 
тельность А == AM 2 40) >.,, (обычных) разбиений, такую, что л-!{1) = 
== A(i-1) — A) для всех i Se |. 

Если л(х!) > (x2), когда хо лежит непосредственно Now x; (т. е. если 
части разбиения л строго убывают вдоль каждого столбца), TO л на- 
зывается строгим по столбцам. Ясно, что л является строгим по столбцам 
в TOM и только в том случае, когда каждая косая диаграмма л7!(1} = 
= AG-D — А является горизонтальной полосой. 

У плоского разбиения дл есть 3-мерная диаграмма, состоящая из то- 
чек (i,j7,2) с целыми координатами, таких, что Г] ели |< &=< 
= л(,]. По-другому можно представлять себе диаграмму разбиения п 
как множество единичных кубов, такое, что над каждым квадратом 
х =А вертикально установлено л(х) кубов. Как и в случае обычных (ли- 
нейных} разбиений, мы будем обозначать одним и тем же символом пи 
плоское разбиение, и его диаграмму. 

Если $ — произвольное множество плоских разбиений, то его произ- 
водящей функцией назовем многочлен или формальный степенной ряд 


lx] 
was? 


в котором коэффициент при 4” есть число плоских разбиений веса п, при- 
надлежащих $, — бе: . а. 
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(a) Рассмотрим строгие по столбцам плоские разбиения формы A, 
все части которых < п. В силу (5.12) их производящая функция есть 


$) (4”, т co q), что, согласно примеру | $ 3, равно 
— gare {x) 
h {x} 


р A [+2 (A) 


ХЕХ 9 

(6) Пусть 1, т, п-—-три положительных целых числа; рассмотрим 
множество таких плоских разбиений л, что все их части не превосходят п, 
а форма А такова, что (А) < [и L(A’) < т, т. е. это множество трехмер- 
ных диаграмм л, помещающихся внутри ящика В с длинами сторон I, m, 
п. Добавляя к каждой части в Г-й строке плоского разбиения л при 
115 { число {+1!— 1 мы превратим л в строгое по столбцам пло- 
ское разбиение формы (т, ..., т) = (т!) с наибольшей частью =5 #-[ п. 
Таким образом, производящая функция для плоских разбиений anc В 
в силу приведенного выше утверждения (а) равняется 


1 — gh tars (2) 
(1) i ja 
xe (т!) 


При записи в такой форме не видна ее симметричность как функции от J, 
ти п, которой она должна обладать. Полученное выражение можно пере- 
писать следующим образом: для каждой точки у == (1,},Ё) = В опреде- 
лим ее высоту как ht(y) =i+j+A—2 (так что точка (1, 1, 1) имеет 
выеоту 1). Тогда производящую функцию (1) можно записать в виде 


1-5 (9) 
м ВЫХ, 

@) >. НИ 
| дев уе В 


(с} Можно теперь разрешить некоторым из чисел J, т, п обращаться 
в бесконечность. Наиболее поразительный результат получается при стрем- 
лении к со всех чисел [, т, п: при этом ящик В заменяется положитель- 
ным октантом, и для всех п 2 | число точек решетки (1 ^} с +7 -+ 
+k—2Q=<=<n u i,j,k >1 есть коэффициент при #1 в (1—1 73, т. е. 
п(п-- 1)/2. Отсюда следует, что производящая функция для всех пло- 
ских разбиений есть 


rt nthe © 
|= nt] n(n+ bs 
(8) Il (=) =[[ o-7™ 
х naa} — П =} 


(4) Аналогично производящая функция для всех плоских разбиений 
с наибольшей частью = т — это 


(4) (1 — д") т (т, п) 
14. Переходя в примере 13(а) к пределу при n— oo, мы видим, что 


производящая функцйя дЛя всех строгих по столбцам плоских разбиений 
ормы А равна 


(1) gi IFO) Hy (gy, 
где Hi (4) == [| (A—q*). 


Х=А 
Эту производящую функцию можно получить и другим способом. 
Пусть uw — строгое пс столбцам плоское разбиение формы А i Пусть $ — 
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множество пар (n(i,/),f), где 1} GA. Так как л строгое по столбцам, 
TO все элементы из 5 различны. Упорядочим $ следующим образом: пара 
(r, }) предшествует (7’,j’), если либо г> Г, либо г=г и |< т. Это 
линейное упорядочение множества $. Определим стандартную таблицу 
T(x} формы A так: T (i,j) = k <= (n(i,j), 7) есть #-й элемент множества 5 
при определенном выше линейном упорядочения. Например, если я — это 

a32Li 

22 

1 


то упорядоченное множество $ есть 
(3,1), (3,2) (2,1), (2,2), (2,3), (1,1), (14), (1,5), 
а Г(п) — стандартная таблица | 
| 12578 
34 
6 
Обратно, пусть Т — стандартная таблица формы А и л— строгое по 
столбцам плоское разбиение, такое, что T(x) = Т. Пусть JA| = л, и пусть 


при 1 = # = п число ак есть часть разбиения л, лежащая в квадрате, 
который в таблице Т занят числом А. Тогда а! >... San Sl 


а, >4,,,; при #е К (Т), 


где R(T) есть множество таких целых А =[1, п— 1], что +1 лежит в 
таблице Т в более низкой строке, чем А. Положим теперь 
а. —а,. если RER(T) и k a, 
b, =} 4,—4,,,—1, если RER (7), 
ав —1, если & =A, 


так что by > Onpuk = |}, 2,..., п. Тогда 


п п 
У a,-=n+r(T)+ У kb, 
a | k=l 


rae 
г (Г) = > {k:k-+1 лежит в Т ниже, чем К}, 


и, следовательно, производящая функция для строгих по столбцам пло- 
ских разбиений л, таких, что Т(л) = 7, равна 


на", 


где; как обычно, ф„(9) = (1—9)... (1— 9”). 
Значит, производящая функция для строгих по столбцам плоских 
разбиений формы A есть 


(2) 4" (x 4’ | И (9), 


где сумма берется по всем стандартным таблицам 7 формы A, 
Из (1) и {2} вытекает, что | 


(3) | >. 47) —= 979 фи (4) /Нь (9). 


15. Пусть $ — произвольное множество положительных целых чисел. 
Из (5.12) и примера 4 следует, что производящая функция для строгих 
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по столбцам плоских разбиений, все части которых принадлежат $5, равна 


Па-9П G—¢ity™. 


1>Е $ i, jes 
<] 


(a) Возьмем в качестве $ множество всех положительных целых TH+ 
сел. Тогда производящая функция для асех строгих По столбцам плоских 
разбиений произвольной формы есть 


(1) П (1 — 4”) - Mate) 


=| 


(b) Возьмем в качестве $ множество всех положительных нечетных 
чисел. Мы получим производящую функцию 


(2) Ц Ce Pe eo gin) 18 


fmm | 


Но строгие по столбцам плоские разбиения, все Части которых нечетны, 
находятся во взаимно однозначном соответствии с симметричными пло- 
скими разбиениями л (т. е. такими, что л(.]} = п(]д). самом деле, 
днаграмму симметричного плоского разбиения можно представлять себе 
как последовательность помещенных друг над другом диаграмм симметрич. 


ных (линейных) разбиений nO) On >...; каждое п имеет в 0бо- 
значениях Фробениуса вид (0, ..., р |, ..., Gp) и, следовательно, 
определяет линейное разбнение Of = (2a,-+1, ..., 2% +1) с различ- 


ными нечетными частями — эти Of можно принять за столбцы строгого 
по столбцам плоского разбиения с нечетными частями. Отсюда следует, 
что (2) есть производящая функция для множества всех симметричных 
плоских разбиений. 

16. Положим D(X), «++, x)= [LC — x,) : Па — ¥,%)) ‚ каки 

i i<] 

в примере 4, | 

Полагая ¢ = 0 в тождестве примера 5 § 5 гл. Ш далее, мы получим 


и У и" $) (Xj, 0005 Ха) == У, Ф (#3), eon хп) /(1 -.П Pea | 
т, А 2 ) 


где сумма слева берется по всем разбиениям A = (№, ..., An) длины 
<n и целым т №, а справа — по всем наборам в = (2, .... #1), где 
& == +1, | 


Перепишем тождество (1) в обозначениях систем корней. Пусть 
9, ..., On — стандартный базис в Ю". Тогда множество векторов 
R= {+ v,(! Sign), +o, +0, (151<]<п)} 
есть система корней типа В„, для которой 
о, (1<icn), v, £0, (1<i<j<n} 


является системой положительных корней, так что полусумма положитель- 
ных корней — это вектор 


p= я (2—1, + (2n—3) 0, +... +9,). 


Подмножество 5: 5 
Ro= (0, — of 19 i} 
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~ 


в А есть подсистема корней в R типа A,_;, a Rt =R* П Ry — система 


положительных корней в Ro. Группа Вейля Wo системы Ro — это симме- 
трическая группа S,, действующая перестановками векторов 91, ..., Un, 
а группа Вейля W системы А — это полупрямое произведение Wy на груп- 


пу (порядка 2") преобразований w,: ©; +->:;0; (153751), где, как и 


выше, 8 = (1, ..., See а все & равны -tl. В этих обозначениях 
Фе, ^") = п. ое If (1-е °) = 
“Ee Ry ЕР 


о 2. г (w) "(> О ё (w) ый 


в силу тождества Вейля (пример 9}. Отсюда следует, что правая часть 


~v 
тождества (1} (с заменой x; Ha е г) может быть записана как сумма 
по W; приравнивая коэффициенты при и” в обеих частях (1}, мы прихо- 
дим к тождеству 


С Dis, (et, ие п) не ™Y (тб + УР (0), 


где 0 == (и: +.,.-++0,)/2 и для всех векторов 9 : 


1(0} == у, 8 (w) e®” 


we W 


а сумма в лезой части (2) берется по всем рана А, таким, что 
КА) “пи К») т (Т.е. таким, что AC (и1”")). 

(При желании правую часть тождества (2) можно записать в виде 
отношения определителей: 


и Fo, ey ядом, 


dig й | 
где Ра == det (+8 — xi") gs pe а суммирование, как и выше, 
ведется по разбиениям А < (m"),) 

Это тождество (2} является полиномиальным тождеством от п неза- 


— —@ fs 
висимых переменных е ¢. Заменяя каждое е {на g?, где } — про- 
нзвольные целые числа, мы можем, таким образом, <пециализировать его 
для получения тождеств от одного ПЕеЕННОЕО 4. Это означает, что каж- 


дый экспоненциал е-° заменяется на 4‘ ет, ene Г у PP, а e, fy 
есть стандартное скалярное произведение на К”. Таким способом мы по- 


лучаем тождество 
5 | -_ 8 ; 
ys Я В = > 2 (w) gq = В : 


где сумма слева берется по разбиениям AC (т”). 
17. Возьмем в формуле (3) примера 16 {= 2p (сумма положитель- 
ных корней в В), так что Ё = 2n—2i+ 1, Знакопеременная сумма 


У. г (w) д‘. 220) 


в правой части равна в силу тождества Вейля (пример 9) произведению 
TI (g— mote, Ч: git. a), 


А 


ЕВ" 
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H, следовательно, правая часть (3) равняется 


П д2т8+2р. Ш. | 


@p, ® _ 
cant * 1 


Положительные корни 9; — 9; {< j) He вносят вклад в. это произведе- 
ние, поскольку они ортогональны вектору 9=( у, о; )/2. Значит, мы по- 
лучаем тождество 


(4) > 5, Go "re de) q) = 
ле (т) 
П а": Е д ТЕНЬ ae | 
ыы a = ae I] а 4" 
i= 9 | lni<jqn q 1 


Левая часть {4) есть производящая фуикция для строгих по столбцам 
плоских разбиений с нечетными частями <= 21 —1, имеющих не более т 
столбцов и не более пл строк; эквивалентным образом (пример 15), это 
производящая функция для симметричных плоских разбиений л, диа- 
граммы которых содержатся в ящике В == Ви. п, my == {(1,},®): lips 
п, | &=т}. | 

Правую часть (4) можно следующим образом переписать в виде, анало- 
гичном формуле (2) примера 13. Пусть С› — группа из двух элементов. 
состоящая из единичного элемента и отображения (i, j, &)+—> (р ь®) так. 
что ящик В устойчив относительно Go. Для каждой орбиты п группы Gs 
в В пусть || (= 1 или 2) — число ее элементов, и положим 


ht (1) = У, ht (9), 
¥yoT 


где, как ив примере 13, ВЕ} А) = +/+ Е— 2. Тогда производящая 
функция для симметричных плоских разбиений л <= В есть 


1 — ghti+ и 
(5) Ul ИН: < `В 
ne B/G: 


18. Пусть @; — группа из трех элементов, порожденная отображением 
(i,j,k) (Е), и пусть С.— куб {(,1,#): 13112 =< п}. Формула 
(5) примера 17 подсказывает следующую гипотезу: производящая функ- 
ция для циклически симметричных плоских разбиений л (т. е. таких, диа- 
граммы которых устойчивы относительно (3), содержащихся в кубе С», 
должна равняться 


; — овен 
(6) I] : 


о ве) ° 
ne C/&; 9 


Это было проверено численно при nm = 10 {Дж. Маккэй) и недавно дока- 
зано для произвольных п и 4 == 1 Эндрюсом [4]'). 

*Обозначим через Gs группу всех перестановок координат {i,j,k) и 
назовем плоские разбиения, диаграммы которых устойчивы относительно 


Ge, вполне симметричными. Очевидный аналог формул (5) и (6) для груп- 


1} Гивотеза доказана в работе [16°]. — Прим, перев, 
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пы Gg тривиальным образом ложен, поскольку рациональная функция 


t in) 
| — ди 
ne C,/G, 
при п = 3 не является многочленом. Кажется правдоподобным, однако, 
что число вполне симметричных плоских разбиений, все частн которых ве 


превосходят п, получается, если положить в этом выражении д == |, т. е. 
равняется 


II ht (yn) + | | 


ht (1) 
nec, /G, 


Во всяком случае, это так при м = 10 (Эндрюс) *. 
19. В обозначениях примера 16 множество векторов 


К = {+ 20, 15151), +0; 39, (151< ] < п)} 
есть система корней типа С», для которой 
RY = {20, (15151), 0,40, <i< 151) 
— система положительных корней, Tak что полусумма положительных кор- 
ней — это вектор 
р, = пу, + (в — Oe ia roe FD, 


Соответствующей группой Вейля является Ta же группа W, что ин в при- 
мере 16. 

Возьмем [==р; в hopuyne (3) примера 16, так что е заменится 
на g?-'+l, Как и в примере 17, мы получаем с помошью тождества Вейля, 
что 

= | on 2 iy : 
У. 8 (#)а ‹то-р, шо — Il (g (m0+-p, a/2) __ gimito, 2/2) , 


сек 


a 


и, следовательно, правая часть (3) равняется 


Ш К в | 
gh Oy 4 _ | ‘ 
асе RY 


Корни 0; —9, (<) снова не дают вклада в STO произведение, откуда 
m+i+tj—1 | 


(7) у Мане = | ar 


a. (n™) iqisjan 


Левая часть (7) есть производящая функция для строгих по столб- 
цам плоских разбиений с наибольшей частью = й, имеющих не более т 
столбцов, а правую часть можно записать в терминах функции высоты, 
введенной в примере 13, а именно как 

— 2 ' 
yed 9 
где D есть призма {i,j a): leis isan, |) gk <= my}. 


20°, Пусть 6; и 92 — косые длаграммы, и пусть x, — самая правая TOU 
ка в верхней строке 61, а х› — самая левая точка в нижней строке 6,. OGa- 
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значим через 65 (соответственно 07) диаграмму, получающуюся из A> Ta- 


ким сдвигом, что точка х.з переходит в точку, лежащую непосредственно 
над x; (соответственно непосредственно справа от х1:). Тогда 
{1) в + $ 


6, 8 


=S | 
t?) в 
1% 681% 1965 


В самом деле, в силу (5.12) 


где сумма берется по парам таблиц 7), 7, форм 0, и 8, соответственно. 
Разобьем эти пары таблиц на два подмножества — те, для которых 
То (хз) < Т,(х!), и те, для которых Г>(х2) 2 Т,(х!). Сдвигая таблицу 1p, 
мы получаем взаимно однозначное соответствие между первым (соответ- 
ственно вторым} из этих подмножеств и множеством всех таблиц формы 
9, U 05 (соответственно 8,06} }, что и приводит к (1). 

Вспоминая (5.7), мы видим, что повторное применение (1) приводит 
к разложению произвольной косой $-функции в сумму косых $-функций, 
отвечающих связным диаграммам. 

В частности, мы получаем, что 


(2) м = 2 fe 


где сумма берется no 2”-' различным косым п-крюкам 9, Беря в обеих 
частях (2) коэффициент при x; ... Xn» (или, что эквивалентно, скалярное 
произведение с. At), мы видим, что это разложение описывает разложе- 
ние симметрической группы $„ на подмножества перестановок и с фик- 
сированным множеством точек подъема $ ={й 1<:<1—1 wi) < 
< w(i-r 1)). 

21°, Из (5.12) легко вытекает, что если 9, и 95 — косые диаграммы, 
получающиеся друг из друга центральной симметрией относительно неко- 
торой точки, TO Sg, == $6, 

22°. Будем отождествлять элементы кольца А @z A с функциями от 
двух наборов переменных (x) и (у), сопоставляя элементу f ® & функцию 
f(x)g(y). Ясно, что для каждой f ЕЛ функция f(x,y) лежит в А®; A; 
определим Оицагональное отображение (или коумножение A: Л-—- А®А 
формулой (Af) (x, и) = f(x, и). Коедбиница ев: А-—2 определяется как 
2. -линейное отображение, равное 0 на C5 А" и такое, что e{1) = 1. 

_ й>0 

Легко проверить, что так введенные коумножение и коединица пре- 
вращают А в кокоммутативную алгебру Хопфа над & (определение ал- 
гебры Хочфа см., например, в [22°]; важнейшая из аксиом состоит в том, 
что коумножение A: A-> А ® Л есть гомоморфизм колец), 

(а) Из определений сразу вытекает, что 


Айя = hyp @Anip hey = > Cp Ben ps 
Omran Он 


Арпи == р ®1-+1@р (wel). 
Последнее равенство означает, что элементы Pa примитивны. 


(b) В силу (5.9) 
г 


для всех разбиений A, 
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(с) Снабдим A@A естественным скалярным Е OTHOCH- 


тельно Которого (f,® gi, №Ф g2) == (В, fe) (gi, go) для всех fi, fo, gh, 
4. ЕЛ. Тогда коумножение A: A->A®@A_ сопряжено умножению 
А ®А-—А относительно введенных скалярных произведений, т, e. 


(Af, & ® №) = {$}, gh) 


для всех f, g, В=Л. В самом деле, достаточно проверить, что (As,, Sy ® 
© $.) == ($), $ Sy) MIA всех разбиений A, И и \, а это сразу следует из {b), 
(5.1) и (4.8). Очевидно также, что коединица e: Л > Z сопряжена есте- 
ственному вложению ге: #-А относительно скалярного произведения на 
Z, такого, что (1,1) == 1, 

Эти утверждения означают, что алгебра Хопфа А самодвойственна. 

(4) Из (с) легко следует, что если { GA wu Af = > a, @ b;, то 

ft 


D(f) (gh) = 2. (D (a;) 8) (2 (b,) A) 


для всех g, 4 GA (см. пример 3). 

(е) В силу (с) при п > 0 элемент ре А” примитивен тогда и только 
тогда, когда он ортогонален всем элементам вида fg, где f и Я — одно- 
родные симметрические функции положительной степени, В частности, 


(Pry hy) a (Ри ey) = ¥ 


при 1(^) > 1. Поскольку (pn, fnd== 1° (пример 4 $ 4), а элементы 
й, (|1^]==1) образуют С-базис в A", мы видим, что любой примитив- 
ный элемент ре А” пропорционален р». Иными словами, элементы pp 
(n > 0) образуют 25-базие в пространстве примитивных элементов из A. 

(f) Из (а) и (2.6) следует, что отображение ©: А->Л, которое на Л” 
равно (—1}”0, есть аятиподальное отображение (или сопряжение) в ал- 
гебре Хопфа A (см., например, {22°]). 

23°. Имеют место следующие обобщения формул (4.3) и (4.3’}: для 
любых двух разбиений лин 


(1 Уз) Soy = Il (1 хи)" У, Supe (%) Sipe (и; 
р 1 т 


(2) >. Sin’ (*) Soy (0) = Ul (1х) Dy Зин (2) зн (9). 
Г. q г 


Применяя к симметрическим функциям от переменных х; инволюцию в, 
мы видим, что (2) вытекает из (1), так что достаточно установить (1). 


Положим P (x, у) = |] (1—х:и)`“. Пусть (x), (9), (2) и (и) — четыре 
ij 


набора независимых переменных. Разложим произведение 


P = P (x, y) Р (x, и) Р (z, y) P (z, и) 


двумя разными способами. | 
: ежа всего, в силу (4.3) и (5.9) 


(а) Р == у. Sp (Х, 2) So (и, и) = 2. Soin (%) Soy (Y) Sp, (=) Sy (и), 
р ret РЕВ | 
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С другой стороны, используя (4.3) и (5.3}, мы видим, что 
(b) P = P (x, у) > Sg (x) Sq (и) Sy (И) 8, (2) 8, (2) 5, (и) = 


0, №, т 


= P(x, y) бо (x) сусу (9) 5, (2) Sy (и) = 
с, м, 7, А, Ш 


= P (x, 9) 2. Supe (#) $ CY) Sp, (2) 5, (и). 
т, ^, В 


Сравнивая коэффициенты при $, (=) За (#) в (а) и (b), получаем фор- 


мулу (1). 

Имея в виду пример 22, можно сказать, что формула (1) получается 
из (4. 3) путем применения диагонального ‘отображения. 

24°. Применяя те же рассуждения, что и в примере 23°, к тождествам 
примеров 4 и 5, мы получаем более общие а. 


(3) > вк = Па-=)" ПТ а-я)" Уз, 
о i 1] Е 
(4) _ 2, som (1-я) TT (6 8) У, зи, 


фр четно $ четно 
ze 
(5) 2, Soa Il (1 — ¥;%,) >, Sis 
р’ четно i<j t’ четно 


для всех разбиений А. 


5". (a) Ya! P ison, (2) Son, Ww) = TT ((-) TL a'xyus) ”). 
о, А 121 1,8 
[Plo , te - gs i 
2,4 Sorin, (4) Spray (И) Al (( q') I] (1+9 ви 


в Нах 
(с) 2.0 © Syn = [I] (+ ы tees , i a 

#1 = Xp 
и левую часть (a) через г (х, y). — из примера 23 выте- 


кает, что F(x, у) = [[ (1-х) Р (ах, у), а значит, F(x, y) = 
a: 


= rade у). Ho ЕС, oP ae (0) Soy, (y) = 
= >. 181 = == Ц ТВ ‚ откуда вытекает наш результат. 


оно 7) получается из (а) применением инволюции & K CHM- 


метрическим функциям от переменных х. . 
Обозначим через G(x, и) левую часть тождества (с). Снова используя 


пример 23, мы получаем 


G(x, и) = п (1 + чхууь) @y (6 (gx, 5), 
i,k 


где W, —-9TO HHBOMIOURA w, действующая на ‘еяммотрические функции от 
переменных у; отсюда следует, что 


+ qx 
G (x, ose ows y). 


Теперь доказательство завершается так же, как в п. (а).] 
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26*. (a) Пусть р — целое число 22, и пусть Gp: АА — это гомо: 
морфизм колец, определяемый формулой 


к =f Rate если р делит п, 
eG! 0 в противном случае. 


Пусть А — некоторое разбиение, и пусть Ae me (Uo crc pt есть р-чаёт- 
ное разбиения A (пример 6 $ 1). Если AD, то АС? > и“) при всех г, 
p- 


так что корректно определена функция 5+» = Ц 8) (791 (г); Покажите, что 


— бр (A/i) Syajyrr @СЛИ А, ны и, 
Фр (Sifu) 5 


где Op (Ait) == +1, 
Пусть Ё = ee 6, | =u+4, так что (5.4) S44 == det (#3;-n,): Для 
каждого г = 0, 1, ..., p—1 пусть А, (соответственно В,) —это множе- 


ство индексов i, таких, что & == г(то4 р) (соответственно yi == r(mod р)}. 
Тогда Фр (5) равняется det M, где матрица М — диагональная сумма 


0 в противном случае, 


не обязательно квадратных} матрин М, == (АЙ. .  От- 
сюда следует, что Фр (Saji) == 0, за исключением случая, когда !А,| == |В,| 
при всех г, т. е, когда Амр. Если же это условие выполняется, то 

2—1 


r= 


(b) Пусть о =e"! Выведите из (а), что 


Op (А/и), если Ами 
Syjy (1, OD, soe, ort) =f р 


где обозначение А ^ № означает, что А, И имеют одну и ту же р-сердце- 


0 в противном случае, 


р 
вину и разность A* — и^ является горизонтальной полосой. 
27*. Кольцо An «симметрических функций от п переменных» есть об- 
раз кольца А под действием гомоморфизма Pn (§ 2), переводящего фор- 


мальный степенной ряд Е (1) = >. е, i в многочлен tl (1 + x,t) сте- 


r 20 
пени п. Более общим образом, мы можем выбрать в ии специализа- 
ции E(t) рациональную функцию от f, скажем, 


k | 
1+ x, l—y t)", 
(1 Дея Пи 


где x == (х,..., Xe) и у = (1, ..., Ys) — две последовательности незави- 
симых переменных, (На языке А-колец (2.15) это означает, что мы рас- 
сматриваем разность х — и, где x имеет ранг &, а у— ранг ft.) 

Для каждого разбиения А обозначим через Sy (x, и} образ функции Sy 


под действием этой специализации, так что Sy (x, ) =o я (S, (x, y)), rae 
©, -— это инволюция ©, действующая на симметрические функции от пе- 
ременных и. Значит ((5.9), (5.6)). 


{2) $4 (х, д = У 54 (4) эль, (Y= У Spy (4) Sy (9). 
¥ 
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Отсюда следует, что 
(3) $4 (x, 9) = 5, (4, Я). 


(а) Обозначим через Г».: множество точек решетки (i, } = 22, та- 
ких, что i, | > Ти либо { < ®, либо jf <7/ (либо выполняются оба нера- 
венства). Тогда $, (x, й) == Ов том и только в том случае, если диаграмма 


разбиения A содержится в Г», ‚, 

В самом деле, в силу (2) и (5.8) $; (x, 7) 5-0 тогда и только тогда, 
когда найдется разбиение и CA, такое, что (и) ЗЕ и М— ш sol для 
всех i >> !, а это условие эквивалентно тому, что А < Гь, 1. 

(b) Назовем битаблицей T типа (k,l) и формы А— и (где AD p) по- 
следовательность разбиений w= AMO = 0 <... = АТО =, такую, что 
косые диаграммы 0‘ == AM) — 0-0 являются горизонтальными полосами 
при isis А и являются вертикальными полосами при +1 gis 
= --1. Графически Т можно изобразить, заполняя каждый квадрат дна- 
граммы 0‘) при | {= k символом i, а каждый квадрат диаграммы 
ВЛ при 1 = ] = { символом 7. Тогда в каждой строке и столбце сим- 
волы |,..., @ предшествуют символом 1, ..., Ё символы i должны BO3- 
растать при чтении сверху вниз в каждом столбце и не убывать при чте- 
нии слева направо в каждой строке, а символы J должны возрастать по 
строкам и не убывать по столбцам. 

Свяжем с каждой такой битаблицей одночлен 


k { 
Е (1) (A+ J) 
(x, a=] x1° ITT yer, 


j=l 
тогда справедливо равенство 


(4) Sa (x, 7) = 2. (х, yt 


где сумма берется по всем битаблицам Т типа (А, 1) и формы А— и. 

До конца этого примера А будет таким разбиением, что (/*) CAC 
Te}: | 

(©) Если т < А —!, то обозначим через v = A= (m*) „разбиение 
(м-— т, ..., Акт, Angi, ...). Тогда s(x, 8) = (x) ... Хх," 8, (x, 9). 
В самом деле, все разбиения и, встречающиеся в (2), должны удовлетво- 
рять условиям Mi Shim lo A ebm при ulmi a, а значит, 
5, (x) = (*, 25 *,) НЮ (x). 

(d) Пусть A— такое, как выше; положим в == (Ay — р... Ag—l), У = 
== (м —&, ..., № ar k). Тогда 

5) (x, 9) = 8, (x) 8, (y) P (x, 9), 


k i 
где P(x, 9)=[] [] +4). 
i=l jel 
(i) Пусть (i, f) ~mapa индексов, такая, что | зи lepe 
Если положить: х; = —y;, то рациональная функция (1) будет иметь чис- 
литель степени &—1 и знаменатель степени #{ — 1; поскольку AZT ¢-), 1-1, 
то из (а) вытекает, что функция S, (х, 9) обращается в нуль при № == — у. 
Таким образом, $;, {х, 7) делится нах; + и; в кольце 2 [х, у], а значит, и на 
произведение P(x, И). 
(ii) Предположим теперь, что А» 22 21. Тогда в сумме (2) каждое 
разбиение и удовлетворяет условию We >> А» —Ё >> |, откуда вытекает, что 
\ является связной компонентой диаграммы А’— и’, а значит (5.7}, что 
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5,(/) является множителем в S4ryy (y). Следовательно, в этом случае 
$.) (и) есть множитель в $; (x, 1). 

(iii) Из (ii) вытекает, что 8, (y) делит 5) ( 
в силу п. (с) равно (х,... р 5, "te ¥). Поэтому s, (y) делит S, (x, и); 
аналогично (или в силу (3)} s 1H) также делит $ (%; й). Mockery тря 
сомножителя S, (x), 5. (И) и P(x, у) взаимно просты, то $, (х, 9}  де- 


лится на их ОЕ которое имеет полную степень fu] + |\| + 
+ # = |^А|. Таким образом, остается лишь скалярный множитель; сравни- 
вая коэффициенты при подходящем одночлене в обеих частях нашего pa- 
венства, легко видеть, что он равен |. 

(е) Число битаблиц типа (®, !} и формы A (такой как выше) равно 


oki k-+ (x) pty) 
й (x) Il f(y) 


phy (% 8), а последнее 


Ley 


Замечания и библиографические указания 


Пример 2. Тот факт, что число стандартных таблиц формы. 
А равно п!/Ё(А), принадлежит Фрейму, Робинсону и Троллу 
[11]. По-видимому, до сих пор неизвестно его простое непо- 
средственное комбинаторное доказательство !). 

Пример 3. Операторы D(e,) и D{h,) ‘были введены Хэм- 
мондом [18], а операторы D(s,)— Фулксом [9]; в обоих 
случаях они определялись как дифференциальные операторы. 
См. также [10]. 

Пример 4. Это тождество обычно приписывают Литтлвуду 
[29], с. 238; однако оно было сформулировано в эквивалент- 
ной форме Шуром в [918 г. (Ges. Abhandlungen, т. 3, с. 456). 
Бендер и Кнут нашли элегантное комбинаторное доказатель- 
ство, использующее свойства соответствия Кнута (оно воспро- 
изведено в [51], с. 177). 

Примеры 5, 6, 9. Все эти тождества принадлежат Литтл- 
вуду (цит. выше). Наблюдение, что тождества примера 9 
естественно вытекают из тождества Вейля для классических 
систем корней, является, как мне кажется, новым. 

Примеры 13, 14, 15. Плоские разбиения впервые исследо- 
вались Мак-Магоном [35], и производящие функции (1), (3) 
и (4) примера 13 были впервые получены им, но доказатель- 
ства были другими. Идея приложения $-функций к этим про- 
блемам принадлежит Стенли [51], который дает больше под- 
робностей и ссылок. 

Примеры 16, 17. Результаты этих примеров являются но- 
выми. Мак-Магон в [35| выписал в качестве гипотезы фор- 
мулу производящей функции для симметричных плоских раз- 
биений (формула (4) примера 17), но не смог ее доказать. 


1) Такое доказательство дано в работе [6°]; там же можно найти 
ссылки на другие недавние доказательства этого замечательного факта. — 
pum. перев, 


6. Матрицы переход g {5 


Лишь недавно эта гипотеза была доказана Эндрюсом [3]. Его 
доказательство сильно отличается от приведенного здесь, 

Пример 19. Производящая функция (7) была найдена 
Гордоном, который не опубликовал своего доказательства 
(см. Стенли, цит. выше, с. 265). Оно также было недавно 
проведено Эндрюсом [3]. 

°`Результаты примеров 20° и 21° взяты из [23°], где под- 
робно обсуждается их комбинаторный смысл. 

Пример 22°. Слруктура алгебры Хопфа в А подробно об- 
суждается в [7]. В [22] показано, что вся теория симметри- 
ческих функций может быть систематически развита на ос- 
нове этой структуры. 

Примеры 23°, 24°. Тождества этих примеров, по-видимому, 
являются новыми. Они подсказаны работой [20°], где тож- 
дество (1) приведено в частном случае А = р’. 

Пример 27* принадлежит Береле и Регеву [31*]'). 


6. Матрицы перехода 


В этом разделе мы будем иметь дело с матрицами, строки 
и столбцы которых параметризованы разбиениями целого по- 
ложительного числа п. Мы будем располагать разбиения чис- 
ла п в обратном лексикографическом порядке ($ 1), так что 
первым идет разбиение (и}, а последним — разбиение (1^”). 
Из (1.10) следует, что если А, >= ц, то А идет перед и (обрат- 
ное неверно). Будем называть матрицу (My), параметризо- 
ванную разбиениями числа п, строго верхней и 
если Му = 0, за исключением случая, когда A > и, и строго 
верхней унитреугольной, если, кроме Toro, Mj, = =| для всех А. 
Аналогично определяются строго нижние треугольные и строго 
нижние унитреугольные матрицы. 

Обозначим через U, (соответственно U’,) множество цело- 
численных строго верхних (соответственно нижних) унитре- 
угольных матриц, параметризованных разбиениями числа п. 


(6.1) Множества U, и Un являются группами (относительно 
матричного умножения). 
Доказательство. Пусть M,N = U,. Тогда матричный эле- 
мент (MN), = > M,N, обращается в 0, если не существует 
| \ 
разбиения v, такого, что А = Ур, т. е. если неверно, что 


А — и. По той же причине (ММ = MiNy, = 1. Отсюда MNG 
Е U,. 


1) Очень близкие результаты ранее получен ны А. М. ершиком н 
С. В. Керовым [24°], [25°t, [36*]; см. также [29°], 130. — Tose перев. 
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Пусть теперь М = U,,. Система уравнений 


(1) 2 Марл = 
эквивалентна системе 
(2) 2. (М) ии, =. 


При фиксированном А в уравнения (1), относящиеся к yy, где 
у <h, входят только те Xp, для которых Pv, а значит, 
u <A, Отсюда следует, что TO же самое верно для уравне- 
ний (2), следовательно, (M-'),, = 0, за исключением слу- 
чая, когда и < А. Таким образом, М-! = Ц». № 


Обозначим через J матрицу сопряжения: 
; 1, ‘если 4’ =n, 
№ (0 в противном случае. 


(6.2) Матрица М является строго верхней треугольной (со- 
ответственно унитреугольной) тогда и только тогда, когда 
IMI] строго нижняя треугольная (соответственно унитреуголь- 
ная). 


Доказательство. Если М = УМУ, то Му, = Му. В силу 
(1.11} A’ Sy’ тогда и только тогда, когда и DSA, откуда 
следует наш результат. @ 


Для каждых двух (-базисов (ua) и (va) в А”, параметри- 
зованных разбиениями ‘числа п, обозначим через М(и, v) 
матрицу (М‚„) коэффициентов в уравнениях 


uy, = 2. М9; 
М (и, о) называется матрицей перехода от базиса (их) к 6a- 
зису (5). Это целочисленная невырожденная матрица. 
(6.3) Пусть (ua), (5») и (wa) три Ф-базиса в А”. Тогда 
(1) М (a, )М(5, wo) = Mn, т, 
(2) М (v, u) = M (и, о). 
Пусть (u,) и (v,) — базисы, двойственные к (ua) и (a) 


соответственно (относительно скалярного произведения у 4). 
Тогда 


(3) М (u’, 9’) = M(v, uy = M{u, о) 


(где М’ обозначает матрицу, трансповированную к М, a M* — 
транспонированную к обратной). 


(4) М (ou, ov) =М (а, 2), 
где o: Л -> A— инволюция, определенная в $ 2. 
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Все эти утверждения очевидны. 

Рассмотрим теперь пять 2-базисов в А”, определенных 
B§ 2H 3: (2), (fn), (4a), (ta), (5). Мы покажем, что все 
матрицы перехода, связывающие пары из этих базисов, могут 
быть выражены в терминах матрицы К = M(s,m) и матрицы 
сопряжения J, 

Поскольку базисы (m,) и (hy) двойственны друг к другу, 
а базис (5$) самолвойствен (4.8), то 


М ($, h) = 


в силу (6.3) (3). Применяя теперь инволюцию в и замечая, 
что в силу (3.8) М(05, $} = Л, мы получим, что 


М (5$, е) =М (as, h)=M (as, $) М (5, В =УК* 
в силу (6.3) (1) и (4). Наконец, снова используя (6.3) (3), мы 


ВИДИМ, ЧТО 
М ($, А =М (5, е)" = (7К*)* =УК. 


Используя (6.3) (1) и (2), мы можем теперь заполнить 
следующую таблицу матриц перехода, в которой в строке и 
и столбце и стоит матрица М (и, 0): 

Таблица ! 


ОЕ ОИ ВИ 
е | | кк | КУК | К’К | KI 
| 


h | КУК ! кк | кк | К 
т | КУК" КИК | RAK | RT 
f | ie a | oR КУК | | | 
$ | 1K | K* K | * EK | ) 


Некоторые из матриц перехода в таблице | допускают 
комбинаторную интерпретацию. Из (5.13) вытекает, что 


(6.4) Kay есть число таблиц формы ^, и веса p. @ 


Числа К», иногда называют числами Костки. В силу (6.4) 
они неотрицательны. Более того, 


(6.5) Матрица (Ky) является строго верхней унитреугольной. 


Доказательство. Если Т — таблица формы А и веса p, то 
для каждого`г > [в Т имеется всего ц: +... в, символов 
<r, причем все они должны быть расположены в верхних г 
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строках 7 (из-за условия строгого возрастания по. столбцам 
в определении таблицы}. Отсюда pit... Гы=м+ ... 
... + А, для всех г DS |, т.е. и < ^. Значит, Ал» == 0, если не 
выполняется условие А, >> и; из тех же соображений Ky, == 


=|. М 
(6.6) (i} M(e, т); = КАК есть число матриц из нулей 
№ 


и единиц с суммами по строкам № и суммами по столбцам pj. 
(ii) М (1, may = aK „Ку, есть число матриц из целых не- 
Vv 


отрицательных чисел с суммами NO строкам }; и суммами по 
столбцам Wj. 


Доказательство. (i) Рассмотрим коэффициент при одно- 

члене x" в функции е =е»е»,... (где и — разбиение чис- 

> > а, 

ла п). Каждый одночлен, входящий в e,,, имеет вид Пхи, 
/ 


где все aj; равны 0 или 1и » aj = А; значит, должно выпол- 
i 


i, f 


няться равенство 


так что Dd, iy = Wy Отсюда следует, что в матрице (dj) 
1 


суммы по строкам равны A;, а суммы по столбцам равны py. 

Доказательство (il) аналогично: единственное отличие со- 
стоит в TOM, что функция €, заменяется на Ay, и, следователь- 
но, показатели а; могут теперь быть произвольными целыми. 
числами >20, № 


Следующие утверждения извлекаются из таблицы | и 
(6.5): 
(6.7) (i) Матрицы M(s,h) и M(h,s) являются строго ниж- 
ними унитреугольными. 
(ii) Матрицы М ($, т) и М(т, $) — строго верхние уни- 
треугольные. | 
(iii) М(, т) == М (A, Р, причем эта матрица симметрична. 
(iv) Ме, f) = M(h, т), причем эта матрица симметрична. 
(у) М(е, h)=M (A, e). 
(vi) M(m, f)=M (f, т. 
(vii) M(h, $) = M (s, my)’. 
(viii) M (e, $} =М ($, fY. 
Замечания. 1. Из (6.4) и (6.6) (i) вытекает, что число (0, 1)- 


матриц с суммами по строкам A; и суммами по столбцам py; 
равно числу пар таблиц сопряженной формы и весов A и цв. 
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fete 


a See 


a | 
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В действительности между этими двумя множествами объек- 
тов можно установить явное взаимно однозначное соответ- 
ствие (двойственное соответствие Кнута [22], [51]). 

Аналогично имеется явное взаимно однозначное соответ- 
ствие, также принадлежащее Кнуту, между матрицами из це- 
лых неотрицательных чисел с суммами по строкам А; и сум- 
мами по столбцам py и парами таблиц одинаковой формы ве- 
COB ЛИН. 

2. Мы пока не рассматривали матрицы перехода, связан- 
ные с @-базисом (p,). На самом деле, как будет показано 
в § 7, матрица М(р,$} есть таблица характеров симметри- 
ческой группы Sz. 


Примеры 


1. М (A, т) равно числу двойных смежных классов 5.25, B She 
где S,= 5S), Х Sy, X ee Su = Su, X Sy, Х aoe 

2. M {e, May == 0 тогда и только тогда, когда А < №’. (Это теорема 
Гейла — Райзера; доказательство см. в [42] ).) 

3. Для всех разбиений А числа п чиело Ky (п) в силу (6.4) равно 


числу стандартных таблиц формы А, так что в силу примера 2 $5 
К, (лу = п/в ), где #(^)) есть произведение длин крюков диаграммы A. 


4. (Бесконечная} матрица А есть диагональная сумма матриц К» 
{п => 0}, где В: (А: ИР Имеем Ky = А, = (1); матрицы К„ при 
п=2,3,..., 6 приведены на предыдущей странице. 

5. Если А — разбиение числа п, то &, (К da. (17) равняется полино- 


миальному коэффициенту 1 (A)! / TI т; (Ah. 
isi 


Замечания и библиографические указания 


Взаимоотношения между различными матрицами пере- 
хода, содержащиеся в таблице [и (6.7), были известны уже 
Костке [25]. См. также [10]. 


7. Характеры симметрических групп 


В этом разделе мы будем предполагать известными эле- 
ментарные факты о представлениях и характерах конечных 
групп. 

Если С — конечная группа, а Ги б— функции на С со 
значениями в коммутативной О-алгебре, то скалярное произ- 
ведение } и g определяется формулой 


Ф = тот У, Fe”. 


xeG 


~~ 


1} См. также пример 8° $ 7 ниже. — Прим. перев. 
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Если Н — подгруппа в С, а } — характер H, то индуцирован- 
ный характер группы С будет обозначаться через ind? (Г. 
Если © — характер группы С, то его ограничение на Н будет 
обозначаться через ress (2). 

Каждая перестановка w = $,„ однозначно разлагается в 
произведение непересекающихся циклов. Если порядки этих 
циклов равны р1,0°, ..., THe р: 2 р > ..., TO o(w)= 
= (61, Po, ...) есть разбиение числа п, называемое цикловым 
типом перестановки w. Оно определяет W с точностью до со- 
пряженности в 5; таким образом, классы сопряженности в Sy, 
параметризованы разбиениями числа и. 

Определим отображение 1: 5$„— А” следующим образом: 


ф (#2) aa Po (w)* 


Если т;п — положительные целые числа, TO мы можем вло- 
жить группу Sm Ж Эл В Зуи, заставив Sp, и Sp действовать на 
дополнительные подмножества в {1,2,..., m+n}. Разу- 
меется, это можно сделать многими разными способами, но 
все получающиеся подгруппы в Smin сопряжены между собой. 
Значит, если хе Sm и ше Sn, то элемент UX WS Smin Кор- 
ректно определен с точностью до сопряженности в Smin B 
имеет цикловый тип o(v X w) = p(v)U p(w), так что 


(7.1) ф(оХ w) = (0) ф (и). 


Обозначим через Ю #2-модуль, порожденный неприводи- 

мыми характерами группы Sp, и положим 
R= @ R" 
rt = 0 

(учитывая, что Spe =={1}, так что R°=—Z). Тогда 2.-модуль 
Ю обладает структурой кольца, определяемой следующим об- 
разом. Пусть Е А", ве К" и группа Sm Х Sx вложена 
В Smin. Тогда fX © есть характер Sm X Sn, и мы по опреде- 
лению полагаем 


р. = 45”, (ЕЖЕ) 


— это характер группы Smin, Т. е. элемент R™+", Таким обра- 
зом, мы определили билинейное умножение R™ XK А"-— Ют\+т, 
и нетрудно проверить, что это умножение превращает R в 
коммутативное ассоциативное градуированное кольцо с еди- 
ницей. 

Более того, кольцо R снабжено скалярным произведением: 


если f,g = R, она Рек fo = Рысь Bn К", то по 


определению 
<, g) nna ao Fn» EnSps 


82 Гл. 1. Симметрические функции 


Далее, определим 4.-линейное отображение 
ch: R->Ag=A @zQ 
следующим образом: если } = К", то 


св (А = (р, фз, =-г У, 19+) 


wes, 


(поскольку p(w) = p(w-')). Если значение f на элементах 
циклового типа р есть fp, TO 


(7.2) | ch (f) = РЯ. 


Функция ch(f) называется характеристикой |, а отображение 
ch — характеристическим отображением. Из (7.2) и (4.7) вы- 
текает, что для всех f и g из К" 


(ch (f), ch (g)) == be а, 8s, 


т, е, что отображение ch — изометрия. 
Следующий факт является основным. 


(7.3) Характеристическое отображение есть изометрический 
изоморфизм кольца К на А. 


Доказательство. Сначала проверим, что ch — гомоморфизм 
колец. Если ЕК" и бе К", то, применяя двойственность 
Фробениуса и (7.1), мы получаем 


ch (8) — (пати, (FX 8), $), = 
С СОК, a =e 
= (1 X g, ress ue = (9), eg f, фз (в, Ps, = 


= ch (f) - ch (g). 
Далее, пусть |„— единичный характер группы $„. Тогда 


ch (Ma) = р Ре ПР 


в силу (7.2) и (2.14’). Если теперь А = (м, Ag, ...) — произ- 
вольное разбиение числа п, то обозначим через ya произведе- 
ние 1.1, °.... Гогда nN, является характером Sx, а именно 
характером, индуцированным единичным характером под- 
группы S,=S, XS, ..., и мы имеем ch(n,) =A, 

Положим теперь по определению для всех разбиений J, 
числа п 


‚АИ n 
(7.4) У, 
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т. е. х^ есть характер группы S, (возможно, виртуальный), и 
в силу (3.4} имеем 


(7.5) ch (x4) == 54. 


Поскольку ch—- изометрия, из (4.8) вытекает, что <х^, хи» = 
= ба», для любых двух разбиений A и |, а значит, в частности, 
что с точностью до знака характеры y* являются неприводи- 
мыми характерами группы S,. Поскольку число классов со- 
пряженности в $, равно числу разбиенлй числа п, то этими 
характерами исчерпываются все неприводимые характеры S,; 
отсюда вытекает, что элементы у^ при |^| = л образуют базис 
в R", следовательно, Ch является изоморфизмом между А" и 
г. при всех п, а значит, и между Ru A, @ 


(7.6) Неприводимые характеры группы $„— это в точности 
характеры xy» (|Al==n), определенные формулой (7.4). 


Доказательство. Из доказательства (7.3) ясно, что нам 
осталось только показать, что %^, а не —х^,. является непри- 
водимым характером; для этого достаточно показать, что 
х^ (1) >> 0. Из (7.5) и (7.2) получаем, что 


8, =ch (А) = 2.2, р, 


где Xk есть значение характера xy на элементах циклового 
типа о. Отсюда 


(7.7) ХЕ = (Sy, Po) 
в силу (4.7) и, в частности, x" (1) = л) =(s, р"), так что 
Вар" == nk (1) 5 
и, следовательно, 
x (l)==M (A, S)qyny, ,= AK, (17) 


из таблицы 1; значит, y*(1) является числом стандартных 
таблиц формы A, т. е. положительным целым числом. 


(7.8) Матрица перехода M(p,s) есть таблица характеров 
группы Sn, Т.е. 


ро = LS), 
Это переформулировка (7.7). № 
Для каждых трех gears A, и,» числа п положим 


Vie =O 2s, = = >) фею) 


ИИ 
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это выражение симметрично относительно A, и HV. Тогда для 
двух множеств переменных х == (хм, до, ...) и у = (и, Yo, ...) 


(7.9) 8, (ху) = ру Ve yS, (4) $, (9). 
(Сравните с (5.9).*)) | 


Доказательство. Для всех разбиений р выполняется равен- 
ство Py (ху) = py (x) py (4), откуда в силу (7.8) 


2. Ys, (xy) == py HK" Sy, (X) Sy (9), 


так что S,(xy)— коэффициент при y* в правой части. № 


*Пусть f, = А”, скажем } = сИ(и), в = с! (о), где u,v — 
центральные функции на S,. Определим внутреннее произве- 
дение функций f и в формулой {+5 —=—ch(uv), где ио — это 
функция wreu(w)v{w) (ше 5,). По отношению к этому 
произведению Л” становится коммутативным и ассоциатив- 
ным кольцом с единичным элементом fz. Имеем 


(7.10). $, #5, = > VinSy 


(A, и, Vv—pa3s6nHeHHA числа п}, так что в силу (7.9) и сим- 
метрии коэффициентов Vy, получаем 


(7.11) 84, (xy) = 2, Sy, (x) (54 * Sy) (9). 


_] п 
Кроме того, pa + Py = on так что элементы 2, р, = Ag 
это попарно ортогональные идемпотенты, а их сумма равна 
единичному элементу A,» в силу (2.14)*. 


Примеры 
{1”) 


1. yx) = Ya есть единичный характер группы S,, а ¥ 
характер знака перестановки. (Сравните (7.10) с (2.14’).) 


2. Для всех разбиений A числа п имеем у^ = en”. В самом деле, 
А eis aa А 
Хр = (Sa Рр) = Say &pPp) = Вой, 


так как @ (Sq) == Sq HQ (Pp) = @ррр. Значит, инволюция ® кольпа 
А соответствует умножению на &„ в К”. Таким образом, е.*}Ё = off) 
при f & A’, 

3. Каждой косой диаграмме А— веса я соответствует характер 
у^ группы $», определяемый формулой ch (хм) = $ Если [mh] = m, 
то из (5.1) и (7.3) получаем 


ie ”)s. ae Ce x | «sa, = (ress XS, x. x x )s., ws 


') Через (xy) обозначается набор переменных (xy;) (f, f= 1, 2, 
..). — Прим. перев. 
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в силу двойственностн Фробениуса и, ОЛЕНЬ, ограничение харак- 
тера Х” на подгруппу Sm Ж Sa есть р 
|» | mere 
МА 
Степень характера %°"” равняется {sy ef) = К, _ р. (4p 7 © числу 


стандартных таблиц формы А — в. 

Пусть @ — подгруппа в S,, а с(@} — цикловый индикатор @ (при- 
мер 9 $ 2). Тогда с(@) == ch(yc), где Xo есть характер Sn, с 
ный тривиальным характером !с подгруппы С. В самом деле, ch (Хе 


=(Ха, Ps = Ча» Blade (В силу двойственности Фробениуса} = с(б). 


Если ба Н — подгруппы в Sx, то (c(G), с(Н)} есть число (G, Н)- 
двойных смежных классов В Эл. 
5. Из примера 11 $ Зи (7.8) мы получаем следующее комбинаторное 


правило для вычисления Хо: 


Xs = 2. (—1)ht (5) 


где сумма берется но всем последовательностям ребе $ = (MY, 
AQ) ..., AC) таким, что т = Кр}, 0 = MO CAM Ат) = Аи 
каждая разность А — 4-5 является косым ргкрюком, а ht(S) = 


= ¥ ht — Al), 
i 


6. Степень j* == y* (1) характера 7° можно вычислить также следую- 
uM об разом. В ри a 8) она равна коэффициенту при х^+8 в 


(У x)" fu e (w) x”° Полагая и —=А-б (так что Ww =A t+aA—), 


1=: =, мы видим, что этот коэффициент равен 


у eco) nt! TT (a 0+ © 0) 


wes, 


что равно определителю п! det (1/(}м — п -- f)!}, а значит, равно 
т . = п f~l\ — n| 
a det (M,(M,— 1)... (Mya +f +1))= a ot (№; ) ae (Mire Иа), 


rae w= TT a A (tp -- в) = Пи в) 


7. Пусть р == (г, 1°-'), так что к есть т характера %^ груп- 
пы Sy» на г-цикле {|1 “г= п). В силу (7.8) i есть коэффициент при 


xem xt в (Ух!) (Хх: У ew) x. Из результата примера 6 


We Sn 
вытекает, что этот коэффициент равен 
у {п Г!А (№, cosy Wem Г, ces и) 
СВЕ... (Ш re. В! 


i 
и, следовательно, 


p/P == — т wor Un i ry 
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Если положить ф (x)= П (x—wp) и i= п!{2 —=1!/(п — г)! г, то о эта 
формула принимает вид 


~PhwlP = 2. И: (BH; — 1)... (Hp me + 1) @ (uM, — 1)/P" (в), 


что равно коэффициенту при x~! в разложении функции 
х(х— |... г 9% — ПО) 


по ибывающим степеням переменной х. 
В частности, при г = 2 мы получаем 


hy ХА/ 1 =n (9) —п (А). 


8°. Обозначим через At <= А” полугруппу, состоящую из (целочис- 
ленных} линейных комбинаций 5-функций $, {|A|==n) с неотрицатель- 


ными коэффициентами; очевидно, что (f, 2) SO при f, g= AL. В силу 


(7.5) и (7.6) Ау состоит из характеристик настоящих (а не просто вир- 
туальных) характеров группы $». Из (7.3} и определения умножения в 
кольце R вытекает, что Е" при 7, 2220. В частности, 


функции А) ие, лежат в АЗ для всех разбнений Х числа п. Примеры 2 
и 3 показывают, что 3), = Д\. для всех косых диаграмм А — М веса п и 


что инволюция ® переводит АЗ в себя. 
Определим на Л” отношение частичного порядка, полагая f >> g, если 
{[—2= 1. Пусть А и и— разбиения числа п. Тогда следующие условия 


эквивалентны; 
(а) Ав (БФ; (©) 5,536 


(4) A, Shy; (e) e Sey: (f) M (2, m),,, > 9. 


В самом деле, импликации (d) = (b) a (f) = (a) вытекают из (6.5) 
и (6.6), а применение инволюции & показывает, что (b) <=> (с) и (а) = 
<= (е). Поскольку М (e, т); ›, = (e,-, й,), мы видим, что (Г) вытекает из 
(b} и (с). Осталось доказать импликацию (а} => (4). В силу (1.16) мы 
можем считать, что разбиение А получается из № действнем некоторого 
повышающего оператора Ry (1 = i<j = п). Но тогда 


= В. = в силу 3.4) > 
mil My | (их и}. ( у pais 
что и требуется. р 

Эквивалентность (а) <=> {Г} есть теорема Гейла — Райзера (пример 2 
$ 6). Другое комбинаторное следствие: если А > в, то Кв, Ko и для 
всех косых диаграмм @ веса п (возьмите скалярное произведение обеих 
частей (4} с функцией sg и воспользуйтесь (5.13}). В частности, если 


А > и, то Ky, > 0 (поскольку Ka, =!1). Таким образом, для существова- 
ния таблицы формы А и веса и необходимо и достаточно, чтобы A => И. 
9*. (а) Имеет место равенство 


$. * 5. = i—p a 
PL a | ca 
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где сумма слева берется по всем разбиениям. В самом деле, 
> oe 
ОА 
‚ЕЕ 
далее у, (x3) ==2, в силу соотношения ортогональности для характеров, 
А 


откуда следует, что 


[1 =2 lol=n 


а это эквивалентно нашему утверждению. 
(b) Имеем 


ake (i — Я № =: > s, (x) 8, (9) (8, #8.) (2), 
il (Lb x14 )2,) = 2. $, (x) $’ (1) (Sp, * Sy) (2). 


2 5 ag 


я 
10. (a)* Положим ф-= х^. Если перестановка we S, имеет 

[Alon | 
цикловый тип 0, TO 


ф (w) = >. ХА ms >) (Sq. Po) = ($ Ро), 


где (пример 4 $ 5) $= Il (Lies Хх) Il (1 — Я Вычислив log $, по- 
i <] 
кажите, что 


Di р ps 
п 

‚= [Tew (2 422) | exw (24), 
п нечетно ft четно 


my (p)) 


(171) 
и, следовательно, Фф (w) = ay ‚ где a; [пи есть коэффициент 


при {”" в одном из рядов exp(t -+ 17/2) или ехр (12/2) в зависимости от 

того, является | нечетным или четным. В частности, если для некоторого 

г >> 1 перестановка W содержит нечетное число 2г-циклов, TO @(w) == 0. 
% 

(b)° Положим Qo = >. Х", где сумма берется по четным разбиениям 

и числа 2n (т. е. таким, что все части р: четны). То же рассуждение, что 

в (а), показывает, что если WE Son имеет цикловый тип р, то Фо(@ = 


oat т, (р) (т) ‚ 

а По i 0). где 6, [mi есть коэффициент при {" в exp(f + 2/2) или 
12] 

в exp(if?/2) в зависимости от того, является { четным или нечетным. 

В частности, если для некоторого г = [| число (2r — П-циклов в № не- 

четно, то Po(W) == 0; кроме того, фо(1) == (2n}!2%n!. 


а 
Покажите, что фу = ind в (1), где В, — централизатор в Sx, некото- 


рой перестановки циклового типа (2”}. 
11*, Пусть С» — циклическая подгруппа в Sp, порожденная некоторым 
п-циклом, и пусть 9 — некоторый инъективный характер группы С». Пока- 


р и“ 
жите, что индуцированный характер ф„ = indg’ (9) не зависит от выбора 
9 и что 
ch (Фи) = = о р (4) ра", 


4 п 
где и — функция Мёбиуса, | 
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(Пусть Г — конечномерное векторное пространство над полем & ха- 
рактеристики 0, и пусть L(V) = [о L" (У) — свободная алгебра Ли над 
n= 0 
k, порожденная пространством У. Тогда Ё” является однородным полино- 
миальным функтором степени п для всех п 2 0, а а(Ё”) = ф„ в обозна- 
чениях п. (А5.4) приложения к этой главе.) 


12*. Для каждого разбиения А числа п обозначим через Ms матрич- 
ное представление группы S, с характером х^. Можно выбрать М^ так, 


чтобы для всех ш = 5$, матрица M*(w) была целочисленной (хотя мы 
этого и не доказывали). Для каждого разбиения р числа п обозначим 
через ср сумму (в групповом кольце 25,„} всех элементов циклового типа 
р BS, Тогда ср коммутирует со всеми WE Sy, и, значит, в силу леммы 


Шура (поскольку представление M* неприводимо) матрица M* (ср) яв- 
ляется скалярным кратным единичной матрицы, скажем, М^ (Cp) = G51, 


fa целое числа. Беря следы, мы получим 


где 5 
А aes a 
По Zp = nlog/h (A), 
где #(^) есть произведение длин крюков разбиения А (пример 7 §1), и 
следовательно, число we = h (A) [2 является целым для всех A, р. От- 


сюда вытекает, что функция 
$. == (4) $ У“ ы = )i ok 
ae ^ Zz Po ™ oPo 
e p 


является многочленом от степенных сумм Pp с целыми коэффициентами, 
т, е 5 = II, где через П обозначено подкольцо Z[p,, po, ...] в A, 


(а) Под действием специализации р. Н->Х {при всех г > 1) функция 


$, превращается в многочлен содержаний ¢, (Х) = i (X+ с (х)) (при- 
мер 8 § I; пример 4 $ 3). Поэтому если А и и — два разбиения числа п, а 
р — некоторое простое число, то из примера 8 (с) $ 1 вытекает, что 


$, = 5, (mod pil) = A — p. 


В действительности, обратная импликация также справедлива («гипотеза 


Накаямы»). 
(5) Отметим в связи с этим, что существует ряд доводов в пользу 


следующей гипотезы. Пусть А, в — такие разбиения, что ADM и Аи 
есть косой р-крюк. Тогда должно выполняться сравнение 


5), = 5484 р) (mod рп). 


Здесь р — произвольное целое число 22 {не обязательно простое). 

13*. Пусть р — простое число; обозначим через II, подкольцо в П == 
= [ра, po, ...|, порожденное элементами р», где г, взаимно просто с р. 
Покажите, что (в обозначениях примера 12) $; = П, тогда и только тог- 


да, когда разбиение А является р-сердцевиной. [Если А является р-сердце- 
виной, то все его длины крюков взаимно просты с р, следовательно, из 
А нельзя удалить никакого косого /-крюка ни для какого числа г, кратного 


р. Из этого наблюдения и примера 5 вытекает, что tn == 0, если хотя бы 
к # 
одна часть разбиения р делится на р, а значит, $) = II, 
Обратно, если разбиение А не является р-сердцевиной, то обозначим 
через A* и A ero р-частное и р-сердцевину соответственно; пусть |^* | = 
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=> 1 и |Al| =а. Для разбиения р = (р?1°) покажите, что = 
==  blal/h (4) A (A*) 52 0, a потому $ # IT). | 

14*. (а) Обозначим через X матрицу перехода М(р, $), так что X 
есть диагональная сумма матриц Xp (п > 0), где Х, —это таблица харак-. 


теров симметрической группы S,. Имеют место равенства XX‘ = z, ХУ = 
‚ File 2, в — соответственно, диагональные матрицы (6, „2, }, (54,8): 


(b) Обозначим через L матрицу Перехода М(р, т). Одночлены, вхо- 
дящие в разложение функции р), имеют вид хух;. ..., где индексы й, 
iz, ... МОГУТ сОВПадать между собой. Таким образом, Lay есть число таких 


=e 


одночленов, равных xy tx? ..., Т, е. равняется числу отображений ф мно- 

жества {1, 2, ..., /(A)} в 1, 2,..., Ки)}, таких, что У, А =, при 
Ф(й =] 

1 =] = Ци). Отсюда вытекает, что (i) La, =0, за исключением случая, 

когда Ap, Так что матрица Ё строго нижняя треугольная; 


УД. = | 
(ОИ П т; (и) 


(iii) отношение Lay/Lyy, является целым числом. 

(<) Имеют место равенства Х = ЁК-\, К-УК = ЕЁ, К/К = 
= ['2-М. кроме того, M(p, e) = ezL*, Mip, f) = eL, M(p, Ё) = 21*, где 
[* = (1). 

Замечания и библиографические указания 


Теория представлений конечных групп была основана Фро- 
бениусом в ряде статей, опубликованных в последние годы 
девятнадцатого века и воспроизведенных в т. 3 его собрания 
сочинений; в частности, неприводимые характеры симметри- 
ческих групп получены им в 1900 г. [12], и наще изложение 
по существу не отличается от его. 

Пример 5 принадлежит Литтлвуду и Ричардсону [28] '), 
примеры би 7— Фробениусу (цит. выше). 

Пример 10(а) принадлежит Дезарменьену и Ласку, при- 
меры 10(b), 11 — Клячко [26°], [38°] соответственно, a при- 
мер 12(а) — Фарахату [32*]. | 


8. Нлетизм 


В этом разделе мы вкратце изучим другого сорта умно- 
жение в А, называемое плетизмом или композицией и опре- 
деляемое следующим образом. Пусть }, & = А; запишем функ- 
цию g как сумму одночленов: 


& — рэ Их“. 
a 
Введем теперь множество фиктивных переменных иу;, опреде- 
ляемых формулой | 
(8.1) TT + yt) = Па + 9, 


1} Он часто фигурирует в литературе под названием «правило Myp- 
нагана — Накаямы». — fi pum. перев, 
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и положим по определению 


(8.2) Fog=f (Yn Yo ...)- 


Если fe A™ и g © A’, то ясно, что fog © A™. Кроме того, 
функция & действует как двусторонняя единица: foe; = 
== е1°} =f для всех А. 

Из определения (8.2) ясно, что 


(8.3) Для всех g <= А отображение f->fog есть эндоморфизм 
кольца А. № 


Логарифмируя обе части (8.1), мы получим 


Pay) = Lita (x)” (®721, 


так что 

(8.4) p,°€= 9p, = g(x}, 2, ---) 
для всех g & А. В частности, 

(8.5) Pn? Pim = Pm? Pa == Рип. 


Из (8.4) вытекает, что 


(8.6) Для всех п = 1 отображение gt>pnog есть эндомор- 
физм кольца А. № 


Плетизм ассоциативен: для всех f, 5, ik HA 
(8.7) обв ро ей. 


Доказательство. Поскольку функции Pp, порождают кольцо 
Ag (2.12), в силу (8.3) и (8.6) ассоциативность достаточно 
проверить, когда } = ри и & = Pn, а в этом случае она оче- 
видна из (8.4) и (8.5). @ 


Для плетизма, включающего в себя 5- `функции, имеются 
следующие формулы: из (5.9} вытекает, что 


(88) 0(¢ +A = Yo, (5,58) (5,08) = У (вы 28) (5,51), 
а из (7.9) — что 
(8.9) 8, °(gh) = У, у, (8, ° 8) (8, 2A). 


Суммирование в (8.8) идет по парам разбиений p,v CA, 
ав (8.9) — по парам разбиений p,v, таким, что Ue elo 
—=|AI. 

Наконец, пусть. \ и и — разбиения. Тогда 51, о5)„ есть цело- 
численная линейная комбинация $-функций, скажем 


(8.10) $, 95, = 2 i a 
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где сумма берется по разбиениям л, таким, что jae] =|] - |p|. 
В приложении мы докажем, что все коэффициенты ад, неот- 


рицательны. 


Замечания. |. В (3.10) мы заметили, что каждой функции 
Г == Л соответствует естественная операция F на категории 
А-колец. При этом соответствии плетизм переходит в компо- 
зицию операций: если }, & = А соответствуют естественным 
операциям Р, С, то fog соответствует F eG. 

2. Характеристическое отображение позволяет определить 
плетизм в кольце R из $ 7: при и, ие В плетизм uov опре- 
деляется как ch-!(chuochv}. Если и (соответственно 0) есть 
неприводимый характер группы Sm (соответственно S»,), то 
Цей — характер группы Smnx, Который можно описать следую- 
щим образом. Если U (соответственно У) есть $5„-модуль с 
характером и (соответственно 5„-модуль с характером v), то 
сплетение $5, ~ 5$» (которое есть нормализатор подгруппы 

= Sn... Жэа В Sma) Действует на U и на т-й тензор- 
ной степени Т” (У), а значит, и на О ® Т" (У); тогда изу 
есть характер $тл„-модуля, индуцированного модулем 

И®Т"(У). См. приложение к этой главе. 


Примеры 
1*. (а) Пусть f Л”, g & A’, Тогда 
ora ={ ‘a ac mena 
fo(— g) = (— 1)” (of) eg. 
(b} Для любых разбиений A, и обозначим через Ac uU(—pe A) разбие- 
ние, части которого равны Аллу. T огда Ра, ° Py == Py? Pa = Pao: 
(a) в (В,°р.) =(— 1" б-Веьр.. 
2. Поскольку $44, = Dy, (5), где В. — дифференциальный оператор» 
определенный в примере 3{а} $ 5, из (8.8) вытекает, что 
fe(g + В) = У (Ро в) (sued) 
для всех |, в, ВЕЛ. Е | | 
8. fh n° (gh)—= 2, (s, og) (©, °h), e,°(gh) = . 2, (s, 8) (5, ‚5 В). 


say формулы есть частные случаи (8 9) (и являются следствиями из (4.3) 
г. г Пусть А, — разбиение длины = n; рассмотрим ($4,° Sy — о) edt хо), 
По определению это равно $) (x77), хо, ..., 287"), т. е. ИИА 
xs (97 Pe ae et 1), где = X)Xo en другой стороны, в силу положи- 
тельности коэффициентов в (8.10) (и 1) (%) %) есть линейная ком- 
бинация RISER Sa (*, a) с Делыми неотрицательными коэффициентами, 
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где л = (ль, M2) Hy + п: = (a — ПА! = а. Но 
Sy (хь, ха = xT + Р-Р! +... fp xt 
= xo (gh 4gh 4 1. + 9%). 


Значит, $) fg" nme acces 1) — неотрицательная линейная комбинация 


многочленов 9" +g) + ... + 4”, где л: 22 ло и п; + л; = 4. Отсюда 


af a8 
следует, что выражение $), (q” ,g*, wee, L) есть унимодальный симме- 


тричный многочлен от 9, т, е. что если при 0 <i <= 4 коэффициент при gi 
в этом многочлене равен Qi, TO Q; = @а-: (симметричность) и Ay а, =... 
‚ = ами (унимодальность}. 


Из примера | § 3 вытекает, что обобщенный многочлен Гаусса 
Тб” бы. 
B |= ll = 9. 
симметричен и унимодален для всех п и А. 
5. Пусть С -- подгруппа в Sm, а Н — подгруппа в Sp, так что G~ Н 


есть подгруппа в сплетении Sm ~ 5, < Sma. Тогда цикловый индикатор 
(пример 9 < 2) подгруппы G ~ Я равен 


e(G~ H)=c (H)oc (6) 
6*. Явные формулы для плетизмов Й, ° hy, fy о eo, е, ° Ma, е; ° Cg можно 


вывести из разложений в ряды в примерах 5 и 9 § 5: 
(а) h,ohy= >) s,, где сумма берется по всем четным разбиениям | 


в | 
числа 27 (т, е, разбиениям, все части которых четны); 
(b) й, зе, = > Sy где сумма, как и в (а), берется по четным раз- 
oh 
биениям и: 


(с) в, °в› = У` Sa, где сумма берется по разбиениям л == (а, —1,... 


ot 
..., Op—1[ 91, ..., @р} в обозначениях Фробениуса, причем a; >... 
eee >> @р > ON Mb... + by =; 
(4) е;°й›= У зд» где сумма берется по тем же разбиениям л, что 
п 
ив (<). 
7". Обозначим плетизм р,°ой, через Ai? ) так что pir) (Хх...) = 


=h, (xj, x} ...), а это равняется коэффициенту при {"” в произведении 
= | Г = | 

Па-яи) = {TT LG-«0%)”, 

is сама 

В силу 4.3 это произведение равняется 


>» s, (x) By (1s. Wy 00% o”') plat 
Til 


где @ == eIF 


Но, как мы знаем из примера 17 $ 3, 
Or (MH), если Г (р) <гир- 0, 


ый" -{ 
wt ) ‘ 


в противном случае, 
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где o-(u) = +1. Отсюла вытекает, что 
р,° в, = У, в, (№) Su, 
и 


где сумма берется по разбиениям и, удовлетворяющим условиям |p| = 
=n, Ци) aru p~d 


8*. Более общим образом, для всех разбиений р обозначим плетизм 
Py ch,, через pio, так что ВО = Il (Po oh, = Ц в есть коэффициент 
fered {> 
при одночлене #"? = {45 ... в произведении 


2] 
| —i 
i, } К 1 k=l 
где ®; == exp(2ni/p;). В силу (4.3) это произведение равняется * 
(2) У. Sp (4) 5 (£11, «+09 шт), 
т 


где сумма берется по разбиениям и длины = |p|, число т равно (0), a 
L вательность (£;0 : 
через #9, обозначена последовательнос ( Mp) ek Ky 


В силу (5.11) справедливо равенство 


т | vy) | 
vila 
(3) Sy (2%, very E07) > I] ti Sy} (®;), 
i= 


где суммирование идет по всем последовательностям разбиений (Vv, 
У, ..., ve), таким, что 0 = vO cy eo... < 4" == Ц, 
Наконец, (пример 26(b) § 5), 


бр (vB Jyh) =+1, если \(В aw УИ, 
= } 
(8) Spy (7) _| ; 
0 в противном случае, 


С помощью формул (1)—(4) мы можем выделить коэффициент при 
каждой $, в Ay. Результат можно сформулировать следующим образом: 
определим обобщенную таблицу типа р, формы и и веса пр = (прь, 
поз, ...} как последовательность разбиений Г == (Vv, ..., vi), где т = 
= (0), такую, что 

ое ма... с У”=р 
(фир, (im) 


(ii) VP = 90  азЗу<п 
О 
7 | 
(если p = (i"), To это обычные таблицы веса (и”)). Для каждой такой 
a | | 
таблицы положим o(T) = П бр, (УЧ -0) = +1: положим также 


КФ о = >. с (ТГ), где сумма берется по всем обобщенным таблицам Т 
| T 


типа р, формы д и веса пр (целые числа К np Могут рассматриваться 


как обобщенные числа Костки ($6)}, 
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В этих терминах мы доказали, что 


Pp oft, = hy = 2. Кур aoSw 


где суммирование идет по разбиениям п, таким, что |p|] =] и 


Ци) < 61. 
9*, Так как 


= Е) 2. zy "YP os 


TO из примера 8 вытекает, что 
—1,.^ 1% 
Sohn 28 t 25 (Po° hn) = Da (2.2 HDR no) Su 
ry 


ue берется no разбиениям р, таким, что |p| == и]А| и (6) = 
< |^|. 
(а) Если |4| = 2, то мы получаем (пример 7), что AM) = У. Ty (№) $, 


где сумма берется по разбиениям № с |№| = 27, Ки) < 2, так что и = 
= (2n—j, Г); легко видеть, что 02(28 —], }} = (—1}/, | и, следовательно, 


п 
2 
в Г 1) бен, 
п 
С другой стороны, Вт бл = 2 Ява ; jy а значит, 


я | Da ба ва 2 S(2n-J, fs 


] нечетно 
По двойственности (пример 1) отсюда вытекает, что 


Изо ед = р Зав, п» 62° ), Sint- be, ny’ 
k четно # нечетно 


(6) Если |^| == 3, то мы получаем: 


Kt ay = число таблиц формы | и веса (n°) = 1 + т (4), 


где m(p) == пи (М1 — ple, Из — Из) (и Кр) < 3). | 

| Далее, поскольку A{3) == ры (mod 3), то К Ре = | + m (р) (mod 3); 
a Tak Kak Ke tan) paBHo : или O3(), т. е. 0 или El, то это сравнение 
однозначно определяет К) и (3). 


в | 
Наконец, Вт = Ap, = у (—1)/ Si2n—j, лйи» Откуда мы получаем, что 
120 


К р 


ь 


если т (и) нечетно, 


если mt (р) четно, 


? 


ime 
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wae . 


Используя эти значения, мы получаем, что 


hyoh,= У (fe "4 |+ (2) 5» 
1b 
8(21)° An = р {5 m wy} Sus 
: и 
eet, => ([5" +8 (ne) s, 
и 


(суммы берутся по разбиениям, удовлетворяющим условиям [| == 3n и 
i(m) = 3), где 

1, если m() и Py четны, либо если т (р) ==3 или 5 (10496), 
О в остальных случаях, 


eu) =] 


a {x} = —[—x] — это наименьшее целое число > х. 

10*. Фулкс высказал гипотезу, что при Ш = п выполняется неравен- 
CTBO fm ® Йл <n ohm (по отношению к частичному порядку на A, опре- 
деленному в примере 8 $ 7), Результаты примеров 6 и 9(a) показывают, 
что это верно при m == 2 и всех п = 2, 


Замечания и библиографические указания 


Плетизм был введен Литтлвудом [29]. То, что мы обозна- 
чаем через $,°Sy, он обозначает через {р} @©{^}. Многие ав- 
торы вычислили (или описали алгоритмы для вычисления) 
S,°Sy при различных частных значениях A или в. За инфор- 
мацией об их работах мы отсылаем читателя к библиогра- 
фиям в книгах Литтлвуда [29] и Робинсона [40]. 

Примеры 9(а) и 9(b) принадлежат Троллу [37*]. Резуль- 
таты, относящиеся к следующему случаю (|A] = 4), см. [33*]. 
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Если p и v— разбиения, то произведение sySy есть цело- 
численная линейная комбинация 5-функций: 


= А 
или, что эквивалентно, 
— А 


Коэффициенты ch, являются неотрицательными целыми чис- 
лами, так как в силу (7.3) и (7.5) ch ==), 2.5”) есть крат- 
ность характера x* в характере y"-¥"; кроме того, ch, == 0, за 
исключением случая, когда |^]=|в|-{ ||] apyca, _ 
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Этот раздел посвящен формулировке и доказательству 
комбинаторного правила для вычисления oh принадлежа- 


wero Литтлвуду и Ричардсону [28]. 

Пусть Т — таблица. Читая символы в ней справа налево 
(как по-арабски) в последовательных строках, начиная с верх- 
ней строки, мы получим из Т слово (или последовательность) 
# (Г). Например, если 7 есть таблица 


то w(T) есть слово 32113241. 

Если слово & получается таким образом из некоторой 
таблицы формы А-— wt, мы будем говорить, что слово Ww со- 
вместимо CK — и. 


Слово & = а1а2 ... ах из символов 1,2, ..., п называется 
решетчатой перестановкой, если для всех | зг=Ми 
lxi<n—1 число вхождений символа | в аа... а, не 


меньше, чем число вхождений { + 1. 

Теперь мы в состоянии сформулировать правило Литтл- 
вуда — Ричардсона: 
(9.2) Пусть А, и, у — разбиения. Тогда коэффициент te pa- 
вен числу таблиц Т формы А — ци веса у, таких, что слово 
#(Т) является решетчатой перестановкой. 


Наше доказательство (9.2) опирается на следующее 
утверждение. Для всех разбиений A, и, л, таких, что AD yp, 
обозначим через ТаБ (^ —р,л) множество всех таблиц Г фор- 
мы А^—и и веса л, а через Та? (А —ц,л)—его подмноже- 
ство, состоящее из таких таблиц Т, что w(T) есть решетча- 
тая перестановка. В силу (5.14) 


(9.3) _ | Tab (A — в, м) |= Кл-в, я== (Say An) 
Мы докажем, что 


(9.4) Существует биекция 
Таь (А — в, x) > Ц (Табо (А — в, v) Х Таь {%, п)). 
\ 


Прежде чем доказывать (9.4); выведем из него утвержде- 
ние (9.2). В силу (9.4) n (9.3) | 


(Sifus 4x) = > | Tab® (A —ь, v) | (5+, hy) 
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для всех разбиений л, и, следовательно, 
Say = > | Tab°(A —p, v)|s,. 
Vv 


Сравнение этого тождества с (9.1) показывает, что 
ch =| Табо (А — р, v) |. 

При построении биекции, требуемой в (9.4), мы будем 
следовать методу Литтлвуда и Робинсона [39], состоящему 
в том, что мы начинаем с таблины Г формы А — и и последо- 
вательно модифицируем ее до тех пор, пока слово w(T) не 
станет решетчатой перестановкой, и при этом одновременно 
строим таблицу М, служашую для регистрации последова- 
тельности сделанных изменений. 

Если & = @i@2 :.. ах — произвольное слово из символов 
1,2, ..., то обозначим через m,{w) число вхождений символа 
гв ®. При 1<р=<М и г—>2 разность т,‚(а1... а) — 
— т, (а, ... Gp) называется /-индексом члена Ap в в. Заме- 
тим, что & является решетчатой перестановкой в том и толь- 
ко в том случае, когда все его индексы = 0. 

Пусть т — максимальное значение г-индексов слова W; 
предположим, что m >> 0. Возьмем первый элемент в &, на 
котором достигается этот максимум (ясно, что на этом месте 
будет стоять символ г), и заменим его на r— 1. Обозначим 
результат этой операции через $,-:,,(®) (подстановка r— 1 
вместо г). Заметим, что максимальный г-индекс слова 
S,-1,-(w) равен т-—1 (кроме случая т == 1, когда он может 
быть равен —1). 


(9.5) Операция $,-1, ‚ взаимно однозначна. 


Доказательство. Пусть и’ = S;_,,-(w). Чтобы восстано- 
BUTb-@ по w’, рассмотрим максимальный г-индекс m’ слова 
ш’. Если т’ > 0, то возьмем последний символ в w’ C г-ин- 
дексом т’ и превратим следующий за ним символ (который 
должен равняться г-— 1) Br. Еслй т’ < 0, то слово w’ долж- 
но начинаться символом г— 1H мы превратим его в г. В обоих 
случаях получится слово Ww, которое, таким образом, одно- 
значно определяется по ow иг. № | 


(9.6) Пусть w’ = 5,,,(&). Тогда слово w’ совместимо с ко- 
сой диаграммой ^. —ц в том и только в том случае, когда wW 
совместимо с А— и. 


Доказательство. Пусть в = &(Т), w’ = &(Т’), где Ти 
Г’ — массивы формы А— и. Они различаются только одним 
квадратом, скажем х, в котором в 7 стоит число г, a в Т’— 
число r— 1. 

Предположим, что Т является таблицей. Если T’ — не таб- 
лица, то имеются две возможности: либо (а} квадрат у непо- 
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средственно слева от х занят в Т числом г, либо (b) квадрат 
непосредственно над х занят числом r— 1. 

В случае (а) символ г в квадрате у должен обладать 
большим г-индексом, чем символ г в квадрате х, что невоз- 
можно. В случае (b) квадрат x в Т будет левым конном це- 
почки из, скажем, $ квадратов, занятых символом г, и непо- 
средственно над этой цепочкой будет цепочка из 5 квадратов, 
занятых символом г—1. Отсюда следует, что слово w(T) 
содержит отрезок вида 


fe нь 


где ненаписанные символы, лежащие между двумя нашими 
цепочками, все либо <г— 1, либо >>г; слово w’ получается 
заменой последнего символа г в этом отрезке на г—1. Ho 
тогда г-индекс этого символа г равен г-индексу элемента сло- 
ва и, непосредственно предшествующего нашему отрезку, что 
снова невозможно. Значит, если Г — таблица, то и 7’— также 
таблица. 

Обратная импликация доказывается аналогично с по- 
мощью полученного в (9.5) правила для обратного перехода 
от и’ kw, № 


Предположим теперь, что слово х является решетчатой 
перестановкой по отношению к (1,2,..., r—I1), но He яв- 
ляется ею по отношению к (7—1,/), или, другими словами, 
что все 5-индексы <0 при 2 $5 <r—|, а при $ ==г это не- 
верно. Мы будем использовать олерацию $,—1,, только в этой 
ситуации. При замене в слове ш символа г на г— | в соот- 
ветствии с $5,1, оно может перестать быть решетчатой пере- 
становкой по отношению к (f—2, г 1), т.е. некоторые 
(rf — 1)-индексы могут стать равными -|-1. В этом случае мы 
применим операцию $:-2, ‚1 и получим слово 


5—9, Г (w) зе о, rT Spat, Г (w). 


На этом шаге все (г—1)-индексы будут <0, HO могут по- 
явиться некоторые (г—2)-индексы, равные +1, ит. д. В кон- 
це концов этот процесс завершится, скажем, на слове 


За, г (@) == Эа, a41 ane Ша, г (w) 


для некоторого а, такого, что 1 аг— [; это слово 
Sa,r(W) снова является решетчатой перестановкой но отноше- 
нию к (1,2,..., Г—1), а его максимальный г-индекс строго 
меньше, чем у №. 

На этом этапе решающую роль играет следующая лемма: 


(9.7) Если каждое из слов w, За. (в) =’ и Зь ‚(и = w” 
является решетчатой перестановкой по отнощению к (1,2, ... 
orp Г 1), ТОО = a, 
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Доказательство. Пусть w = жхохз .... Нам придется под- 
робно изучить процесс перехода от w к w’. Он начинается 
с применения операции $5,1, „, т. е. с замены первого символа 
гв W, имеющего г-индекс 11, где т есть максимум всех г-ин- 
дексов, на г—1. Предположим, это происходит в члене хр. 
Тогда при $ 21 (’г—!}-индекс члена x, остается неизмен- 
ным, если $ < Po, и увеличивается на 1, если $ > ро. Таким 
образом, элемент, на который действует операция $/—, ‚1, на- 
ходится Ha р!-м месте, где р, есть первое целое число Spo, 
для которого (’— 1)-индекс члена хр» в w равен 0. Анало- 
гично элемент, на который действует операция $, ‚о, нахо- 
дится на р2-м месте, где Pe есть первое целое число Sp), для 
которого (г—2)-индекс члена Xp, равен 0, ит. д. 

Таким образом, мы получаем последовательность 


РР... ЗВ, а 


с тем свойством, что при всех i ZI xp, есть первый элемент 
в слове, не предществующий х›_, чей (г—{)-индекс равен 0. 
Заметим, что в слове и’ элемент на р:-м месте по-прежнему 
имеет (г—й)-индекс нуль при всех {> 1 (хотя он уже не 
будет первым с этим свойством). 

Рассмотрим теперь переход от слова w’ = YiYoy3 ... К сЛО- 
By &”. Максимальный г-индекс в w’ равен т— 1 (по пред- 
положению он еще положителен) и впервые встречается, ска- 
KEM, на элементе Yq, где go < ро (это верно, потому что при 
переходе к соседнему элементу г-индекс по своему определе- 
нию может меняться только на единицу, и, следовательно, 
г-индекс т—-1 впервые встречается в w на некотором эле- 
MeHTe, предшествующем Xp; но в w’ элементы, предшествую- 
щие ро-му, те же, что ив WwW). Bw’ (г—1)-индекс элемента 
Ур есть нуль, следовательно, в S,-;,,(w’) он равен +1. Зна- 
чит, к слову 5, :;(&”) применима операция $;-2, ‚1, которая 
будет действовать на элемент на 41-м месте, где 4, — первое 
целое число 240, для которого (’— 1)-индекс уз, Bw’ есть 0, 
так что Jo < 4! < py. Продолжая таким же образом, мы по- 
лучим последовательность 


Фо < 91 < 92 > а 


с 4: < р; для всех {>20 и убедимся, что к слову w’ приме- 
нима операция Фо, r. | 

Если Sq, -(@’) = ш”, то b = а; если нет, то к слову Sa, p(w’) 
применимы дальнейшие операции За-ьа, ..., Пока не будет 
достигнуто слово w” = $», ,(w’), так что в этом случае $ < а. 
В обоих случаях $ = а, что и требуется, № 
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Опишем теперь алгоритм Литтлвуда и Робинсона, кото- 
рый по таблице Г формы А — ци веса л, где A, и, л — произ- 
вольные разбиения, строит пару (2, М}, где Le Tab*(A— 
— и, У) для некоторого разбиения у, а Ме= Таь (у, я). 

Если А — произвольный массив (не обязательно таблица), 
а а, г—- положительные целые числа, такие, что а < г, то обо- 
значим через Ra, ‚(А) массив, получающийся, если поднять 
самый правый элемент г-й строки массива А и приставить его 
к правому концу а-й строки. 

Алгоритм начинает свою работу со слова wy =w(T) и 
массива Mj, состоящего из пл! единиц в первой строке, Me 
двоек во второй строке и т. д. (т. е. М, есть единственная 
таблица формы л и веса л). 

Будем применять к слову и, операцию $12 до Tex пор, 
пока не исчезнут все положительные 2-индексы, одновременно 
применяя к М, To же число раз оператор Rio: мы получим, 
скажем, 


we == 912 (ил),  М2== Rio (М). 


Далее, будем применять к We операции $23 И $13, как описано 
выше, пока не исчезнут все положительные 2- и 3З-индексы, 
одновременно применяя к М2 соответствующие операторы Rog 
или Ry3: скажем 


We == ... Sa, 39, 3 (wo), М» == eee Ка, зВа,, 3(Mb), 


где каждое из а1, аз есть 1 илн. 2. 

Будем продолжать таким же образом, пока не дойдем до 
пары (w,, М:), где 1 = Цл). Из нашей конструкции ясно, что 
W; есть решетчатая перестановка. Из (9.6) вытекает, что. 
слово &, совместимо с А — в, так что ил == & (Г), где’ LE 
Е Tab°()—u,v) для некоторого разбиения у. Далее, из KOH- 
струкции ясно, что на каждом шагу длина 11(М,} 1-й строки 
массива М, равна кратности 171; (,) символа { в соответствую- 
щем слове ш,, так что последний массив М = М; имеет форму 
у и вес пл. 

Нам нужно, далее, показать, что М; является таблицей. 
Для этого докажем с помошью индукции по г, что первые г 
строк массива М, образуют таблицу. Это ясно при г = 1, так 
что предположим, что г > | и что наше утверждение верно 
для г— I. 

Рассмотрим шаги, ведущие от Met к М;; скажем, 


М; = Ка, г... Ка, г (М,-1}; 
ПОЛОЖИМ 
Mr~1, i= = Ка, г... Ка, г (М; 1) (1 <igm), 


и аналогично 
2-1, i=— Sa, fFo«re За, г (+1), 
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где все слова ш,_,; являются решетчатыми перестановками 
по отношению к (1,2, ..., г— 1). Каждый массив М,-1, ; no- 
 лучается из своего предшественника М1, ;- (или из M,_), 
если {= 1) перемещением единственного символа г из Г-й 
строки в 4@;-10 строку. В силу нашей конструкции при всех 
j > 1 длина [;(M,-),;) Г строки массива М,_, ; равна крат- 


ности mj(Wr-1,:) символа | в слое ш,,д поскольку все 
слова W,_),; являются решетчатыми перестановками по отно- 
шению к (1,2, ..., r—1), отсюда следует, что 


| (M,—1, = see = к (М1, i)» 


Кроме того, в силу (9.7) числа а; удовлетворяют условию 
а > ... am Отсюда вытекает, что ни на каком шагу два 
символа г не могут появиться в одном столбце и, следова- 
тельно, первые г строк массива М, образуют таблицу. 

Таким образом, наш алгоритм порождает отображение 


ТаЪ (А — в, л)— TI Tab? (A — ц, v) X Tab (v, п). 


Для завершения доказательства (9.4) осталось показать, что 
это отображение есть биекция. Для этого достаточно пока- 
зать, что при всех r 1] мы можем однозначно проследить 
наши шаги в обратном 1 направлении от (w,, М,) к (&,-, Mra). 
В использованных выше обозначениях 


Wr= За г’: * Sa, r{W;—1), 
причем последовательность (1, ..., Am) может быть найдена 
по массиву M,, поскольку числа а; — это расположенные в 
убывающем порядке (а; Sao > ... 2 а» в силу (9.7)) HO- 


мера, меньшие г, тех строк, в которых в массиве М, находят- 
ся символы г. Так как в силу (9.5) преобразования Фа, ‚ 06- 
ратимы, то пара (&х,—, М‚:} однозначно определяется по 
(w,, М,). Наконец, в силу (9.6) если w, совместимо с А—ц, 
TO Wr-1 Также совместимо с А — и, что завершает доказатель- 
СТВО. 


Замечание. Решетчатую перестановку & = а1а2 ... ах веса V 
можно описать с помощью стандартной таблицы T(w) формы 
у, в которой при 1 = г= М символ г стоит в г-й строке (ре- 
шетчатость w обеспечивает, что 7 (w) есть таблица). Таким 
образом, описанный выше алгоритм строит по слову w пару 
таблиц Г(и:) и М; одинаковой формы v, первая из которых 
стандартна, а вторая имеет вес л. Можно проверить, что этот 
алгоритм совпадает с алгоритмом, описанным Бержем [7] 
(см. также [13]). 
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Замечания и библиографические указания 


Правило Литтлвуда — Ричардсона (9.2) было впервые 
рено, но не доказано Литтлвудом и Ричардсоном 
в [28] (с. 119). В доказательстве, впоследствии опубликован- 
ном Робинсоном [39] и воспроизведенном в книге Литтлвуда 
([29], с. 94—96), имеются пробелы, которые мы попытались 
заполнить в приведенном доказательстве. По-видимому, лишь 
недавно были впервые опубликованы полные доказательства 
этого правила, принадлежащие Ласку и Шютценберже [46] 
и Томасу [53] '). 


ПРИЛОЖЕНИЕ: ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ФУНКТОРЫ 


Al. Введение 


Пусть & — поле характеристики 0; обозначим через % ка- 
тегорию, объектами которой являются конечномерные вектор- 
ные пространства над k, а морфизмами — А-линейные отобра- 
жения. Будем называть (ковариантный) функтор F: 8—3 
полиномиальным функтором, если для любой пары векторных 
&-пространств Х, У отображение F: Hom(X, Y)— Hom(FX, FY) 
есть полиномиальное отображение. Это условие можно выра- 
зить следующим образом: 


(А1.1) Пусть fz X—->Y — < г) — морфизмы в 3, a 
My ...) М ЕЁ. Тогда Е(мМН + his есть полиномиаль- 
ная функция OT Pi ania he C коэффициентами в Hom(FX, FY) 
(зависящая or fi, ..., fr). 


Если при всех выборах fi, ..., |, функция F(Aifi+ ... 
... + А) однородна степени п, то функтор F называется 
однородным степени п. Например, п-я внешняя степень А” и 
п-я симметрическая степень 5” являются однородными поли- 
номиальными функторами степени п. 

Каждый полиномиальный функтор F есть прямая сумма 
ФЕ, где Fa однороден степени п ($ 2 ниже). Мы покажем, 
n>} 


что каждый функтор F, определяет представление симметри- 
ческой группы S, в конечномерном векторном А-пространстве 
E,, такое, что 


F,, (Х) = (Е, ® Х®"} 3" 


функториально по Х и что отображение F,r>E, определяет 
эквивалентность категории однородных полиномиальных 


'} Другие формулировки, доказательства и различные обобщения 
этого правила даны работах [3°], [11°], [2], [12°], [21°], 122, (28°. =n 
Прим. перев, 
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функторов степени п с категорией конечномерных &[S,| -мо- 
дулей. В частности, неприводимые полиномиальные функторы 
соответствуют неприводимым представлениям симметрических 
групп, а значит, параметризуются разбиениями. 

Связь с симметрическими функциями состоит в следую- 
щем. Пусть и: &k™ +>" — полупростой эндоморфизм с соб- 
ственными значениями Aj, ..., Am (лежащими в некотором 
расширении поля А}. Тогда след эндоморфизма Р(и) есть 
симметрическая полиномиальная функция OT Ay, ..., Am, ска- 
KEM Yym(P) (№, ..., Am), где хж(Р)е Am. При т-— со функ- 
ции ¥m(F) определяют элемент y¥(F)G A. Если F= Fy не- 
приводим (где и — разбиение), то окажется, что y{Fy) есть 
$-функция Sy. 


Обозначение. Если ХЕ и Е А, то умножение на A BX мы 
будем обозначать через Ах (или, если позволяет контекст, 
просто A). 


А2. Однородность 


Пусть Е — полиномиальный функтор на 3, а А = &. В силу 
(А1.1) Р(Ах) есть полиномиальная функция от А с коэффи- 
циентами в End(F(X)), скажем 


(A2.1) F (4x) = pA (XY 2". 


Поскольку F((Au) x) = Р(Ахих) = F (hx) F(x), то 
Zien би" (Хин 0") (the Ow") 


для всех А, ц ЕЁ, и, следовательно (так как & — бесконечное 
поле), и„(Х)? = и,(Х) при всех п > 0 и Um(X)un(X) = 0 при 
т 52 п. Кроме того, беря А =Гв (42.1), мы получаем 


У. и, (X) =F (1х) = Ire. 
2 0 


Отсюда вытекает, что эндоморфизмы и„(Х) определяют раз- 
ложение в прямую сумму 


(A2.2) Е(Х) = ФЕ, (X), 
в20 


где F,(X) есть образ эндоморфизма и„(Х): F(X)—> F(X). 
Поскольку пространство F(X) конечномерно, то для каждого 
данного Х все, кроме конечного числа, слагаемые F,(X) 
в (А2.2) будут нулевыми. | 

Более того, если f: Х—> У есть А-линейное отображение, то 
Ах = Avf для всех AER, откуда Е(РрЕ(Ах) = Fay) F(f). Из 
(А2.1) вытекает, что F(f)in(X) == un(Y)F(f) для всех п > 0, 
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так что все и, являются эндоморфизмами функтора Р. Зна- 
чит, при ограничении оператор F(f) определяет А-линейные 
отображения ЁР„(}): Fn(X)—> Е„(У), и, следовательно, все РЁ» 
являются функторами, причем, очевидно, полиномиальными. 
Таким образом, получаем прямое разложение 
(А2.3) Е = OF.,, 

n>o 
в котором каждый Ff, есть однородный полиномиальный функ- 
тор степени п. 


Замечания. 1. В прямой сумме (А2.3) вполне может быть бес- 
конечно много ненулевых компонент, хотя для каждого дан- 
Horo Х = B должно быть Ё„(Х) = 0 для всех достаточно боль- 
ших п. Примером служит функтор внешней алгебры A. 

Если Р, =0 для всех достаточно болыних п, то будем 
говорить, что функтор F имеет ограниченную степень. 

2. Компонента Fy однородна степени 0, так что Ро (А) = 1 
для всех AG & u, в частности, Ёо(0} = Ру(1). Отсюда следует, 
что для всех морфизмов f: Х—>У отображение Fo(f) равно 
Ро(0), а значит, не зависит от f и является изоморфизмом 
между Ро(Х) и Ро(У). Таким образом, все объекты Fo(X) ка- 
нонически изоморфны между собой. 


Более общим образом, пусть г— положительное целое 
число, а %3’=3Х ... ЖЗ — категория, объектами которой 
являются последовательности X = (Xj, ..., Xr) длины г из 


объектов $, а Нот (Х, У} = [| Ном (Хь Y;). Kax и выше, бу- 
1 


дем называть функтор F: B > $ полиномиальным, если ото- 
бражение F: Hom(X, Y)>Hom(FX, FY) является полино- 
миальным для всех X, У = %'. Если функтор Ё полиномиален, 


а (A)=(M, ....№е, тю F(A) F (day > дк.) 
будет полиномиальной функцией OT Ay, ..., А; с коэффициен- 
тами в End(F(X)), скажем 

— TH т, 
(42.4) F((A)x)= № 2. aa tim om, (Kia wise Ag, oe ae 


В точности как и выше, мы Видим, ЧТО BCC Им, ...ш, ЯВЛЯЮТСЯ 
эндоморфизмами функтора F и что если обозначить через 
Fin. ...т,(Хь ..., Xr) 0браз Им, ...т,(Жь +--+, Xp), то все 
Рт,...т, будут подфункторами F, порождающими прямое 
разложение 


(A2.5) Pa GP me 
ту» seer My а 


Каждая компонента Fim, ...т, Однородна мультистепени 
it, т 
(т, ee ey т,), nt е. P mn, rae m, (Aas зе | A,) = A, ree А: го 
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АЗ. Линеаризация 


Рассмотрим снова полиномиальный функтор F: $—3. 
Ввиду разложения (А2.3) мы будем в дальнейшем предпола- 
гать, что F однороден степени п >> 0. Рассмотрения в конце 
$ A2, примененные к функтору F’: %3"—3, заданному форму- 
лой F’(X,, ..., Xn) = F(X, 8 ... ФХ,), показывают, что су- 
ществует функторнальное по каждому переменному разложе- 
ние в прямую сумму 


Е(Х,Ф... ФХ,) =ФЕ,, my (Xp veer Х,), 


где прямая сумма справа берется по всем (пи, ..., Тя») = М”, 
таким, что пи + ... И = NL 

Нас будет главным образом интересовать функтор Ё |, 
являющийся образом морфизма и!...1. Будем для краткости 
писать Lr Hv вместо А , H 4, ,. Назовем Ly линеариза- 
цией функтора F; это однородный функтор степени | по каж- 
дой переменной. 

Вновь обращаясь к определениям Гри 9, положим У = 
= X,® ... ФХ,. Тогда имеются мономорфизмы ig: Хо-—У 
и эпиморфизмы ро: У>Х. (lan), удовлетворяющие 
условиям 


(АЗ.1) р, = 1х», Ро ==0 при oA В, 2. igPa = ly. 
Для всех А=(№, ..., А») №" обозначим через (A)y или 


просто (^} морфизм Ур: Y-»Y, так что на компоненте 
Xa морфизм (^) действует умножением на скаляр Ag. Тогда 


о(Ха, ..., Xn} по определению есть коэффициент при A, ... An 
в F((A)y), а пространство ЁБе(Ху, ..., Х,) — это образ 
v(X,, ..., Xn), причем оно является прямым слагаемым в 


F(X;® ... ФХ,. 
{A3.2) Пример. Если F есть и-я внешняя степень ДА”, то 


Р(х,Ф... BXa) = © AMX) ® 6. OA (Xn), 


где суммирование ведется по всем (пи, ..., т») М”, таким, 
что пи... фт. = п; отсюда Le(X1, ..., Xn) = А ® ... 


fis 


А4. Действие симметрической группы 


‚ Пусть, как и выше, Ё однороден степени п > 0; положим 


Le (X) == Lp (X, ..., К). 
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Для каждого элемента $ симметрической группы S, обозна- 
чим через sy или просто $ морфизм 2) i,,,.p,: Х"-> Х", где 
Х" =ХФ... PX, так что sx переставляет слагаемые в X*, 
В силу (A3.1) для всех А = (№, ..., An) = А" 


Sy (A) = » Node (Ра = (SA) Sy, 


THE $А == (4,14) vers Ag—tegy)s ОТКуда 


(А4.1) Е (5) F ((A)) = Е (($^)) Е (3). 

Беря в обеих частях коэффициент при М... An, мы видим, 
что 

(A4.2) Е ($) v == oF (5), 


откуда следует, что F(s) определяет с помощью ограничения 


эндоморфизм F(s) функтора LY. Явным образом, если 


(44.3) j= jx: МР (Х--Е(”), ч=9х: F(X")-> L(x) 

-— вложение и проекция, соответствующие прямому слагае- 
мому Li’ (Х) в F(X"), так что gj =Ти jg =v, то 

_{А4.4) _F ($) = gF (9) |. 

Из (44.2) и (А4.4) вытекает, что F{st)—F(s)F(t) при 
$, Е $, так что соответствие st>F(s) есть представление 


группы S, в векторном пространстве LY (X), функториальное 
no X. | 

Покажем теперь, что это представление S, определяет 
функтор F с точностью до изоморфизма, а точнее что имеется 
функториальный изоморфизм между F(X) и подпростран- 


ством 5л-инвариантных векторов BL} (Х). 
Пример. В примере (АЗ.2) L¥(X)=T"(X) есть п-я тен- 


зорная степень Х над А, а действие S, на L? (Х) в этом слу- 
чае дается формулой 


F (5) (x, ® ... 9%,)==8 (5) X14) ® +s ® Хх, 


где =(5)-— знак перестановки 5 = $„. Значит, //7(Х)" есть 
пространство кососимметрических тензоров в Т"(Х), которое 
изоморфно А”(Х), так как Ё имеет характеристику 0. 


Пусть i=) ig: X—> X", p= У, Pa! Х"->Х. Тогда 
(А4.5) uF (р) д = 2. Е ($). 
$ = n 


Доказательство. Рассмотрим ‘линейные преобразования 
Ё X°— X" вида [== 2, ав с =; тогда F(f) будет’ од- 
с, 
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нородным многочленом степени п от n? переменных Egg с коэф- 
фициентами из End(F{X")), зависящими только от Х (и OT 
Е). Для каждого 5 = S, обозначим через Ws коэффициент при 
Esti -.: Бз(л)и BF (f). 

В силу (44.2) F(s)u=vF(s)v (поскольку v2 =v), OT- 
и о что ри коэффициент при Ay... Ал ... 

» И В 

F (0) F (8) Fw) =F (0) 5) =F (2. As abet i” 


и, значит, F(s)v = ws. 
C другой стороны, vF(ip)v есть коэффициент при 
Ay sre Аи ... Ил В 


F (№) F (ip) Е (в) = РР) = F ( 2 altpiaPs ) » 
и этот коэффициент, очевидно, равен 


p> W, == >. F (s) 0. 4g 


Определим теперь два морфизма функторов: 
B= GF (i): F->Lr, =F (p)j: Р-Р. 
(А4.6) Имеем n& = п! (т. е. 1&— умножение на скаляр п!) 


Ц = 24 Е ($). 


Доказательство. nt = F(p)jqF(i)= F(p)vF (i) есть коэф- 
фициент при №... м в 2Р(р)Е((^)) Е (Г == F(p(aj)i). Далее, 
оператор p{A)i: Хх У — это умножение на скаляр Ay+ . 

. + А», так что F(p(A)i) есть Уна на (Ay; +... + hn)", 
a значит, коэффициент при Ay ... An в нем равен nl. 

Далее, Ey = gF (i) F(p)j, так что в силу (А4.3) и (44.5) 


имеем 
ing = oF (ip) о = >. F (s)», 
откуда в силу (A4.4) = >, аР (s) j= 2. F ($). № 


Обозначим через LE) (Х}" подпространство $„-инвариант- 
ных векторов в Г%(Х). Из (44.6) вытекает, что. морфизм 
o = (n!)—'En ВДОВ: а его образ есть ae (Х)?". Пусть 

e: Lz) (X)°e—> Le (X), п: Li (X)—> Lp (ХУ 
— соответствующие вложение и проекция, так что пе = 1 и 
гл = о. Из (44.6) непосредственно получаем 


(44.7) Морфизмы 
= лё: F(X)—> LP (Х)°", п’ = ще: LE (X)°4-> Е (X) 
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являются фиункториальными изоморфизмами, такими, что 
ey = nl ИЕ = xl. 


Ad. Классификация полиномиальных функторов 


Из {A4.7) вытекает, что однородные полиномиальные 


функторы степени и имеют вид Хн-> 1. (Х,..., Х)?", где функ- 
тор 2: %"—3 однороден степени | по каждой переменной. 
Следующим шагом, таким образом, является нахождение всех 
таких функторов. 

Мы начнем со случая п = 1, так что L: VB будет одно- 
родным степени 1. Из (А1.1) ясно, что L аддитивен: L(f; + 


+ fo) = L(fi) +- Е. 
(A5.1) Существует функториальный изоморфизм L(X)&. 
= Г. (Е) © Х. 

Доказательство. Для каждого хе Х обозначим через 


е(х): RX отображение ^--— Ах. Для всех векторных й-про- 
странств У определим отображение 

x: Hom (2 (Х), У) -> Hom (Х, Hom (Ё (®), У)) 
формулой wx (f) (x)= foL(e(x)). Ясно, что px функториально 
по X, и для доказательства (A5.1) достаточно показать, что 
x — изоморфизм. 

Поскольку L аддитивен, то Ё(Х, ФХ.) = Ё(Х,) Ф Г(Х.). 
Отсюда следует, чтоесли by и Py — изоморфизмы, TO Фх хх, 
также изоморфизм. Значит, достаточно проверить, что р» есть 
изоморфизм, а это очевидно. № 


Пусть теперь функтор L: 8" —3 однороден и линеен по. 
всем переменным. 


(А5.2) Существует функториальный изоморфизм 
L(X 1, ..., Xp) LO (Е) ®Х®... ®Х,, 
г0е ГИ = LR, цы, В). 
_ Доказательство. Повторно применяя (А5.1), мы видим, что 
СХ axoy Agi Oe (Алу «sy Анн В© Д, 5% 
= L(X,, ..., Хн_о, А, К) @ ХЦ OX, S&S 


= 8 @ Е: о Зы MB me Bw В #@ 


Из (A5.2) и (А4.7) сразу вытекает 


(А5.3) Пусть Е — однородный полиномиальный функтор сте- 
пени п. Гогда существует изоморфизм функторов 


Е (X) = (L¥’ (k) ® Т"(Х))**, 
где 1” (Х) =Х® ... ®Х есть п-я тензорная степень Х. № 
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Обозначим через $, категорию однородных полиномиаль- 
ных функторов степени п, а через 5, — категорию конечно- 


мерных #[5$„|-модулей. 


(45.4) Функторы a: §,->Bs,, В: Bs, -> Bn» определяемые 
формулами 

a(F)== Lp (k), В(М) (Х) = (М ® Т"(Х)}", 
задают эквивалентность категорий. 


Доказательство. В силу (А5.3) Ва = ls; осталось прове- 
рить, что AB = Ing Если MEBs, и В (М)=Е, то Е (X,@... 
... PBX, =(М®Т"ХФ... PX,))Sa и, следовательно, 


ГЕ (А, +.) Хз) = (М @(,Q Хо ® fees ® Xsm))™ 


Отсюда 
ap (М) = 17° (#) = (М @k[S,])"=M. W 


Мы видим, что функторы @ и В устанавливают взаимно 
однозначное соответствие между классами изоморфизма одно- 
родных полиномиальных функторов степени д и классами изо- 
морфизма конечномерных # [$„|-модулей. 

В частности, неприводимые полиномиальные функторы (ко- 
торые в силу (А2.3) обязательно однородны} соответствуют 
неприводимым представлениям симметрических групп Sp, а 
значит, естественно параметризуются разбиениями. Для всех 
разбиений A числа п обозначим через Fy неприводимый поли- 
номиальный функтор, соответствующий #[$„|-модулю с ха- 
рактером х^. 


Аб. Полиномиальные функторы и #[$,|-модули 


Нам понадобятся следующие факты. Пусть С, Н — конеч- 
ные группы, М — конечномерный #[С]-модуль, а М — конеч- 
номерный А[Н]-модуль. Тогда М ® М есть & [С X Н]-модуль, и 
(А) | МЗ @ МЕ = (М ® N)OX# 
как подпространства в М ® М. 

Предположим теперь, что Н — подгруппа в G; пусть 
1149 М == [С] Фин! М есть # [б]-модуль, индуцированный мо- 
дулем N, а гезс М — это модуль М, рассматриваемый как 
«[Н]-модуль посредством ограничения скаляров. Тогда 
(В) №" = (шая М). 

Это частный случай двойственности Фробениуса: 


Нота |) (resG М, N) = Нота о] (м, ind# N), 
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пы 


где в качестве М взят тривиальный одномерный А [С]-модуль. 
Снова предположим, что Н есть подгруппа в С. Тогда 


(С) _ind#(N @ res@ (М)) = (тан №) ® М. 
В самом деле, обе части канонически изоморфны 
[С] @ruqW @, М. 


Наконец, предположим, что Н — нормальная подгруппа 
в G, М— конечномерный #[С]-модуль, а 2 — конечномерный 
k[G/H]-moayab, а значит, &[С]-модуль, на котором Н дей- 
ствует тривиально. Тогда 


(D) (L ® M*)G/H — (L ® М) 
как подпространства в 2 ® М. 


В самом деле, 1, ® МН =(L®M)# (так как Н действует 
на Г тривиально), откуда 


(L © MAGE — ((L ® М) Н)а/Н — (L © М)в. 


Пусть теперь Е, РЕ — однородные полиномиальные фуйк- 
торы степеней m и п соответственно. Тогда Е ® F; Xt» Е(Х) ® 
®Е(Х) — однородный полиномиальный функтор степени 
т-- п, а значит, как описано в § Аб, он соответствует неко- 
торому представлению группы $т-л- 

Предположим, что в обозначениях (45.4) Е = В (М), 
Е = B(N). Гогда 
(E @ F)(X)=(M @ T”™ (X))°™ @ (М @ Т"(Х)^* = 

~(M @N @ Tt" (X))§m*°n (в силу (A)) = 


= (indsnts, (М ® N)@T™*"(X)) +s (в силу (В) и (С), 


5$тХ5в 
так что функтор Е ® F соответствует [$ т+"|-модулю 
(A6.1) М. М= 45" (М ® М), 


называемому произведением-индуцированием модулей М и М. 
Поскольку тензорные произведения коммутативны и ассо- 
циативны с точностью до изоморфизма, теми же свойствами 
обладает произведение-индуцирование. | 
Рассмотрим, далее, композицию полиномиальных функто- 
ров. Если Б, F такие же, как выше, TO 


(Eo F) (Х) = E((N @ Т"(Х))*") = (м®тТ" ((м® T* (Х))* =) Smee 


> (м ® (T"(N) ®т"" (x))s=) ™ (в силу (A)), 


где Sp =S,X... XS, рассматривается как подгруппа 
в Smn. Далее нормализатор $ в Sma есть полупрямое произ- 
ведение Sn Х Sm, в котором Sm действует на $, перестанов- 
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ками сомножителей: это сплетение групп Sy, и Sm, обозначае- 
мое через Sn ~ Sm. Используя (0), мы видим, что 


(Eo F)(X) = (М @ T™(N) ® Т"" (X) oa ~ Sm oe 


ae er mn mn ти 
> (ind, ~s,(M @T™(N)) @T (x)) 


в силу (В) и (С). Отсюда следует, что функтор Eo F соответ- 
ствует k[Smn] -модулю 


(Аб.2) Ме М = ш4зти, (М®Т"(М)} 


называемому композицией или плетизмом ($ 8 гл. 1} модулей 
М и М. Плетизм линеен по М: 


(A6.3) (M,@ My.) oN = (М, ° М) ФМ, 0 М) 


И дистрибутивен по отношению к произведению-индуцирова- 
НИЮ: | 


(A6.4) (М; > N)+(M,0N) = (М, - М) oN. 


В самом деле, соответствующим соотношением для функторов 
является | 

(E,oF) @ (Е. зЁ) == (Е! ® Е.) oF, 
что очевидно. 


A7. Характеристическое отображение 


Для любой абелевой категории & обозначим через К (QM) 
ее группу Гротендика. 

Обозначим через % категорию полиномиальных функторов 
на % ограниченной степени ($ A2). Из (A2.3) и (А5.4) выте- 
кает, что категория % абелева и полупроста и что 


к <) = PKG.) = @ K (Bs,). 
п>6 hoo 


Более того, К (%s,)== R" в обозначениях $ 7 гл. I. 

Тензорное произведение {$ Аб) определяет на К ($) струк- 
туру коммутативного ассоциативного градуированного кольца 
с единицей. Ввиду (A6.1) эта структура согласуется со струк- 
турой кольца на А = В”, определенной в $ 7 гл. I, так что 
можно отождествить К ($) сК. 

Группа K(%) наделена также скалярным произведением. 
Если ЕЁ, РЕ— полиномиальные функторы, то Hom(E£, F) есть 
конечномерное векторное А-пространство, и мы полагаем. 


(Е, Е) = dim, Hom (Е, F). 
Вновь используя (А5.4), мы видим, что это скалярное произ- 


веделение совпадает со скалярным произведением на К, опре- 
деленным в $ 7 гл. I, | 
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Дадим теперь внутреннее описание характеристического 
отображения ch: ЮЛ, определенного в $ 7 гл. I. Пусть 
Е — полиномиальный функтор на %. Для всех А == (А, ... 
..., №№) Е A обозначим, как и выше, через (A) диагональный 
эндоморфизм А’ с собственными значениями Ay, ..., Ar. Гогда 
trace F((A)) есть полиномиальная функция OT Ay, ..., Ar, AB- 
ляющаяся в силу (A4.1) симметрической: 


trace F ((5^)) = trace F ($ (A)s~') = 
== trace ($) Е ((4)) F ($) ' = trace F ((A)) 


для всех s &@S,, Поскольку след аддитивен, OH определяет 


отображение 
| Xr К (5) > A, 


а именно ¥,/(F) (At, ..., А, = Насе F((A)), а так Kak след 
мультипликативен по отношению к тензорным произведениям, 
то ¥, есть гомоморфизм градуированных колец. Более того, из 
определений ясно, что в обозначениях § 2 гл. ГУ, == ра, год 
при а >> г; значит, х, при г-> со определяет гомоморфизм гра- 
дуированных колец 


(A7.1) x: К (S)-» A. 


Для того чтобы понять, что этот гомоморфизм совпадает 
с характеристическим отображением ch: R—> A, определенным 
в § 7 гл, I, достаточно лишь заметить, что X¥(A")—e, и что 
при соответствии (А5.4) функтор Л” соответствует представ- 


лению з„ группы Sp. 
Таким образом, из утверждений (7.5) и (7.6) гл. I следует, 


что 


(А7.2) Если Fy: 8— 3 — неприводимый полиномнальный функ- 
тор, соответствующий разбиению hd, то ¥(Fi) есть 5$-функция 
5х. № 


Если F — произвольный полиномиальный функтор, то при- 


менение разложения (А2.5) к функтору F’: (Ху, ..., Ан 
r>F(X,8 ... ФХ,) показывает, что собственными значе- 
ниями преобразования F((A)) являются одночлены Ay)... А 


а соответствующими собственными подпространствами — под- 
/ 
пространства Ри, ... т, (#, +++, №), и, следовательно, 


(= У ЧР, т Юм. хр. 


| ту, suey т, 
Отсюда A из определения плетизма в $ 8 гл. I вытекает, что 
(A7.3) Хх (Eo F) =x (Е) ox (Е) 
для любых двух полиномиальных функторов E, F, 
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В частности, если A и и— разбиения, то фучктор FyoFy 
есть прямая сумма неприводимых функторов Fy, так что в 


К($) имеем F,oF = Ха", с целыми неотрицательными 
коэффициентами ах. Из (А7.2) и (А7.3} вытекает, что 
{А7.4) 5,95, = 2. без. 

с коэффициентами ах, > 0. 


°`Замечания переводчика. |. Теория полиномиальных функто- 
ров, развитая выше, тесно связана с теорией полиномиальных 
представлений групп GL,, принадлежащей И. Шуру. Если 
У — конечномерное векторное пространство над №, то каждый 
полиномиальный функтор Ё, очевидно, индуцирует полино- 
миальное представление группы GL(V) в пространстве F(V). 
Из теории Шура вытекает, что все полиномиальные представ- 
ления GL{V) получаются таким образом; в частности, непри- 
водимые полиномиальные представления СЛ(У} — это в точ- 
ности представления Рь с [(^) = dim И. 

2. Многие из результатов гл. I естественно интерпрети- 
руются на языке полиномиальных функторов (или представ- 
лений групп GL,). Например, тождество примера 4 $ 5 озна- 
чает, что естественное представление групны GL(V) в про- 
странстве $ (ИФ Л?У) есть прямая сумма всех различных не- 
приводимых полиномиальных представлений группы GL(V). 

3. В более общем контексте теория полиномиальных функ- 
торов развита в работе автора [14°] 7 


Глава Il 


МНОГОЧЛЕНЫ ХОЛЛА 


1. Конечные 5-модули 


Пусть 0 —(коммутативное} дискретно нормированное коль- 
цо, р— его максимальный идеал, а k = 0/ —его поле выче- 
тов '!). В дальнейшем мы потребуем конечности поля А, HO 
пока это ограничение не нужно. Мы будем заниматься конеч- 
ными 0-модулями М, т. е. модулями М, обладающими конеч- 
ным композиционным рядом, или, что эквивалентно, конечно 
порожденными 9-модулями М, такими, что p’M =.0 для неко- 
торого г >> 0. Если поле & конечно, то конечные 0-модули — 
это в точности модули, состоящие из конечного числа элемен- 
TOB. 

Полезно иметь в виду следующие два примера. 


(1.1) Пример. Пусть р — простое число, а М — конечная абе- 
лева р-группа. Тогда p'M = 0 при больших г, так что М мож- 
но рассматривать как модуль над кольцом Z/p'Z при всех 
больших г, а значит, как модуль над кольцом 0 = Z, целых 
р-адических чисел. Соответствующее поле вычетов — это 


R = Fp. 


(1.2) Пример. Пусть А — некоторое поле, М — конечномерное 
векторное пространство над &, а Т — нильпотентный эндомор- 
физм пространства М. Тогда М можно рассматривать как 
#[Ё-модуль, где { — независимое переменное, полагая tx == Tx 
для всех хе М. Поскольку Т нильпотентен, то #М = 0 при 
достаточно больших г; значит, М можно рассматривать как 
модуль над кольцом степенных рядов © = #[[#]], являющимся 
дискретно нормированным кольцом с полем вычетов &. 


Замечания. 1. В обоих этих примерах кольцо 6 есть полное 
дискретно нормированное кольцо. В общем случае если М яв- 
ляется конечным 9-модулем, как в начале раздела, то pM == 0 
для всех достаточно больших г, так что М есть о/у’-модуль, 


а значит, модуль над }-адическим пополнением о кольца о, 
имеющим то же поле вычетов А, что и 0. Таким образом, не 
теряя общности, можно с самого начала предполагать, что © 
Полно. 


1) См., например, Атья М., Макдональд И. Введение в коммутативную 
алгебру. — М.: Мир, 1972, гл. 9. — Прим. перев, 


2. Предположим теперь, что поле & конечно. Полные ди- 
скретно нормированные кольца с конечным полем вычетов — 
это в точности кольца целых чисел $-адических полей (Бур- 
баки Н. Коммутативная алгебра, гл. VI, $ 9), а у-адическое 
поле А есть либо конечное расширение поля О, р-адических 
чисел (если char К = 0}, либо поле формальных степенных 
рядов A((f)) над конечным полем (если char K > 0). Таким 
образом (при конечном &), два примера (1.1) и (1.2) яв- 
ляются типичными. 

3. Все результаты этой главы будут справедливы при бо- 
лее широких предположениях, что 6 есть кольцо целых чисел 
(т. е. единственный максимальный порядок) алгебры с деле- 
нием конечного ранга над }-адическим полем (Deuring, Algeb- 
ten, Ch. VI, $ 11). 


Так как в — кольцо главных идеалов, TO каждый конечно 
порожденный 9-модуль есть прямая сумма циклических 0-MO- 
дулей. В применении к конечному $-модулю М это означает, 
что М обладает разложением в прямую сумму вида 


r 


(1.3) М = Фор, 


i=l 


где A; — положительные целые числа, которые можно считать 
расположенными в невозрастающем порядке: Ay = А. >> ... 
... 2 Ae > 0. Другими словами, А = (№, ..., Ar) есть разбие- 
ние. 


(1.4) Положим pi = dim, (p*'M/p'M). Тогда и == (1, по, ...)— 
разбиение, сопряженное к разбиению 2. 


Доказательство. Пусть x; — образующая слагаемого p/p"? 
в (1.3), а л— образующая идеала у. Тогда подмодуль pi-'M 
порожден теми из элементов л’\х; которые не обращаются 
в О, т. е. теми, для которых A; Si. Отсюда вытекает, что р; 
равно числу индексов 7, таких, что A; Si, и, следовательно, 
; , 
и, =А,. № 


Из (1.4) вытекает, что разбиение A однозначно опреде- 
ляется модулем М, и мы назовем A его типом. Очевидно, что 
каждое разбиение A может служить типом и два конечных 
5-модуля изоморфны тогда и только тогда, когда они имеют 
одинаковый тип. Если A— тип модуля М, то |A)= a А; есть 
длина [(М) этого модуля, т.е. длина композиционного ряда М. 
Длина является аадитивной функцией от М: это означает, что 
если 


0-> M’-> М-—> М” ->0 
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— короткая точная последовательность конечных с-модулей, 


TO 
1(M’) —1(M) + 1(M”) =0. 


Если № — подмодуль в М, то котип М в М по определению 
есть тип фактормодуля М/М. 


Циклические ц элементарные модули 


Конечный 9-модуль М является циклическим (т. е. порож- 
ден одним элементом) тогда и только тогда, когда его тип 
есть разбиение (r), состоящее из единственной части г = {(М); 
модуль М элементарен (т. е. pM == 0) тогда и только тогда, 
когда его тип есть (1°). Если М элементарен типа (1”), то он 
является векторным пространством над А, и {(М)} = dim, М = г. 


Двойственность 


Пусть л-— образующая максимального идеала у. При 
т = п умножение на л”—” есть инъективный 5-гомоморфизм 
модуля 0/р” в 0/у". Обозначим через Е прямой предел: 


Е — lim 0/5". 


Тогда Е является инъективным 0-модулем, содержащим 
o/p =k, и это «инъективная оболочка» А, т. е. наименьший 
инъективный 9-модуль, содержащий А в качестве своего под- 
модуля. 

Если теперь М — произвольный конечный 6-модуль, TO 
двойственный модуль к М определяется как 


М = Нот, (М, Е). 


Он является конечным 0-модулем, изоморфным М, и, значит, 
того же типа, что и М (в самом деле, соответствие М-> М 
перестановочно с прямыми суммами, так что достаточно про- 
верить, что М = М для циклических (и конечных) М, а это 
легко). Поскольку модуль Е инъективен, точная последова- 
тельность 

0—=М-—М — М/№М-0 


(где № — подмодуль в М) порождает точную последователь- 
HOCTb 


0<-М< M<(M/N)* < 0, 
причем (М/М№)” есть аннулятор № модуля М в М, т. е. мно- 
жество таких & © М, что Е(№) =0. Для всех конечных о0-мо- 


дулей М естественное отображение М-> М является изомор- 
физмом и отождествляет N с №, Отсюда 
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(1.5) Соответствие N <> № есть взаимно однозначное соот- 
ветствие между подмодулями в М и М, причем оно переводит 


множество всех Мс М типа у и котипа p во множество всех 
№ < М типа и и котипа *. № 


Автоморфизмы 


Предположим, что поле вычетов А конечно и состоит из g 
элементов. Если М — конечный 9-модуль, а х — ненулевой эле- 
мент в М, мы скажем, что х имеет высоту г, если у’х = 0, а 
y'—'x = 0. Нулевому элементу М приписывается высота 0. 
Обозначим через М, подмодуль в М, состоящий из элемен- 
тов высоты <г, так что М, есть аннулятор yp’ в М. 


(1.6) Число автоморфизмов конечного o-modyan М типа 4% 
равно 


а ПФ, о (97 


где, как обычно, фи (В =(1— 8 (1—2) ... 1—2). 


Число автоморфизмов модуля М равно числу последова- 
тельностей (х1,..., Xr) элементов из М, таких, что x; имеет 
высоту A; (lI <iscr), и М есть прямая сумма циклических 
подмодулей ox;. Для перечисления таких последовательностей 
воспользуемся следующей леммой: | 


(1.7) Пусть № — подмодуль в М, порожденный элементами 
высоты =r, и пусть хе М. Тогда следующие условия на x 
эквивалентны: 

(i) x имеет высотуги ох ПМ = 0; 

(11) xe М, —(M,_; + N,). 
Более того, число элементов хе М, удовлетворяющих этим 
эквивалентным условиям, равно 


(1.8) Git a +A (1 = gt *r), 


если тип М равен v. 


Доказательство. Если x удовлетворяет {i), то ясно, что 
х=М,. Если хе М, + М,, то OK yp 'x CN, CN, так что 
ох (| № 5-0, что противоречит предположению. Обратно, если x 
удовлетворяет . (ii), то ясно, что его высота равна г. Если 
ox (| № ~ 0, то ух с М для некоторого т < г, следовательно, 
p’-'x содержится в цоколе М, модуля №. Поскольку М порож- 
ден элементами высоты Lr, отсюда следует, что у’ \х == у’ 
для некоторого уе= №; значит, х— уе M,_; и, таким образом, 
х = (M,-1 -- №П М, = М; — N;. 
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Имеем М/М, =р'М, так что в силу (1.4) 


КМ) = ИМ) — у’ м)“ ММ) =м+ ... +r. 
Кроме того, 
ИМ, = N,) =! (M,_1) + i(M Е N,)/M,_1) = 
=1(M ae 1) FENN, =A; iS eA FV 


что доказывает (1.8). 
Таким образом, число автоморфизмов модуля М есть про- 
изведение чисел вида (1.8) по г = А+, Ag, ..., Где у = (а, ... 
‚ Ae-i) при г= А». Нетрудно проверить, что это произве- 
дение равно выражению а, (4), определенному в (1.6). 


*Пример 


Для любых разбиений 4, р обозначим через AM разбиение, части ко- 
торого равны Api, а через ^® ны части которого равны min {Az 
wz). Покажите, что (Ap)’ = ^' Фи 

Пусть М,  — конечные а типа А и И соответственно. Тогда 
модуль М Ф Numeet тип А Ор, а каждый из модулей М ® № un Hom, (М, №) 


имеет Tun A ® р.* 


2. Алгебра Холла 


В этом разделе поле вычетов & кольца о будет предпола- 
гаться конечным. 

Пусть А, и®, ..., и“ — разбиения, а М — конечный о-мо- 
дуль типа A. Определим 


Син... ww (©) 


как число цепочек подмодулей в М 
М= М> М5 Е аа И =). 
таких, что MPH 1=1:=г модуль Mzi1/M: имеет тип р®. 


В частности, @*, (0) есть число подмодулей N в М типа v 
и котипа п. Так как {М} = ЦМ/М)-+ КМ), то ясно, что 


(2.1) Ghy (0) -=0, за исключением случая, когда |A|=|p|+]vI. 


Филипу Холлу принадлежит идея использования чисел 
Gry (0) в качестве структурных констант некоторого кольца. 
Пусть Н = Н ($9) — свободный (-модуль с базисом (их), пара- 
метризованным всеми разбиениями A. Определим умножение 
в Н с помошью правила 


и, == >, Gh, (0) i}. 


В силу (2.1) сумма справа содержит лишь конечное число 
ненулевых слагаемых. 
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(2.2) Н(о) является коммутативным и ассоциативным коль- 
цом с единицей. 


Доказательство. Единичный элемент есть №, где 0 — пу- 
стое разбиение. Ассоциативность следует из того, что коэффи- 
циент при и. как в и (иъир), так и в (ии») ив есть в точности 


С». Коммутативность вытекает из предложения (1.5), ко- 
= 
торое показывает, что бу» = Су. В 


Кольцо Н (5) называется алгеброй Холла кольца 0. 


(2.3) Кольцо Н (0) порождается (как 2/-алгебра) элементами 
U(r) (г >1), причем они алгебраически независимы над Z, 


Доказательство. Для удобства будем писать и, вместо 
Ur); для всех разбиений A рассмотрим произведение 


U,/=0,/0,7 ... UF 
а А 
где ^^ = (А, ..., ^.), как обычно, есть разбиение, сопряжен- 


ное к A. Это произведение v,, будет линейной комбинацией 
элементов Uy, скажем 


(1) 0, = 2. аи, 


в которой коэффициент ар по определению равен числу це- 
почек 


(2) М == М >М‚>... > М, =0 
в фиксированном конечном 9-модуле М типа и, таких, что при 


l<i<s модуль M:-\/M; имеет тип (1 ‘}, т. е. элементарен 
ДЛИНЫ ГА”. Если такая цепочка (2) существует (т. е. если 
а», э= 0}, то должно быть УМ CM; (1 Si<s) и, следо- 
вательно, ММ; при isiscs. Отсюда ММ) > (м/м, 
что с учетом (1.4) дает неравенство я +... шел... 
oe fA, при 1=<:=$. Значит, и’ SW и, следовательно, 


= Ав силу (1.11) гл. Г. Более того, то же рассуждение по- 
казывает, что если и =A, то имеется только одна возможная 
цепочка (2), а именно М; = М. 

Итак, а. =0, за исключением случая, когда pA, и 
ал, = 1. Другими словами, матрица (ay) является строго 
верхней унитреугольной (гл. I, $ 6), а значит, уравнения (1) 
можно решить и выразить элементы и„ как целочисленные 
линейные комбинации элементов vy. Отсюда следует, что эле- 
менты vy образуют 2 -базис в Н (6), и это доказывает (2.3). № 


Из (2.3) вытекает, что алгебра Холла Н(о) изоморфна 
кольцу A симметрических функций (гл. Г). Напрашивается 
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выбор изоморфизма, переводящего ur) в г-ю элементарную 


симметрическую функцию е‚; однако, как мы увидим в сле- 
дующей главе, более разумно отобразить и(.г) в 9" Ne | 
где д — число элементов поля вычетов кольца 9. Таким обра- 
30M, каждая образующая и» в Н(0} отображается в некото- 
рую симметрическую функцию. Мы явно укажем и изучим эти 
симметрические функции в следующей главе; остаток этой 
главы будет посвяшен вычислению структурных констант 


Си» (0). 


3. Г.В-последовательность подмодуля 


Пусть ТГ — таблица (гл. I, $ 1) формы А — ци веса у = 
— (\1, ..., №). Тогда она однозначно задается последователь- 
ностью разбиений 


$ Е (A, a pone д, 


такой, что AO =, А“ = А и АЯ > МО при |<}; в; no 
определению А) — АМ-5 есть косая диаграмма, состоящая из 
квадратов, занятых в таблице Т символом i (и, значит, яв- 
ляется горизонтальной полосой, поскольку Т — таблица). 

Будем называть описанную выше последовательность раз- 
биений.5 ГВ-последовательностью типа (py, v; А), если выпол- 
няются условия 

{ГВ 1) №9 = Ц, А = Ли А 5 440 при 1<};=< 7; 

(LR2) № — А есть горизонтальная полоса длины vy; 
при всех |1 1= г. 

(Эти два условия обеспечивают, что $ определяет таблицу Т.) 

(LR3) Слово w(T), получаемое из Т чтением справа Ha- 
лево в последовательных строках, начиная сверху, является 
решетчатой перестановкой (гл. I, 6 9). 

Для выполнения условия (LR3) необходимо и достаточно, 
чтобы при всех {> 1 uk SO число символов i в первых # 
строках Т было не меньше, чем число символов i+ 1 в пер- 
вых # +1 строках 7. Другими словами, (LR3) эквивалентно 
условию 


k ; &+1 | 
(LR3’) арм» а) 


для Beex > luk SO. 

В этом разделе мы покажем, что каждый подмодуль М 
в конечном 0-модуле М порождает некоторую ЁЮ-последова- 
тельность типа (в’, у’; А’), где A, ци, у— это соответственно 
типы М, М/М и М. Доказательство потребует нескольких 
лемм. Предположение о конечности поля вычетов кольца 0 
в этом разделе не понадобится, | 
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(3.1) Пусть М — конечный в-модуль типа 4, а М — подмодуль 
в М типа у и котипа р. Тогда ис Анус: А. 


Доказательство. Поскольку 


pi MIN) УМЫ им 
(ММ — WM+N — yi'Mn (yim +N)’ 


и, кроме того, »'M (М + №) > М, то 
Ире! (ММ (M/N)) <1 (pé-'M/p'M), 
откуда в силу (1.4) w,<A). Следовательно, yc A. Из двой- 
ственности (1.5) вытекает, что nv CA. № 
Пусть М есть 0-модуль типа A, а № — элементарный под- 
модуль в М. Тогда pV == 0, так что NCS, где $ = {х=М: 


px = 0} есть цоколь модуля М, T. е. единственный максималь- 
ный элементарный подмодуль в М. 


(3.2) Модуль M/S имеет тип № = (м—1, №—1,...). 


Доказательство. Если М = D o/p*:, i ” ясно что S= 
=@y''/p", откуда M/S = Фор". 
(3.3) Пусть М — конечный 9-модуль типа Я а М — элементар- 
ный подмодуль в М koruna р. Тогда hK—p является верти- 
кальной полосой (т. е. А — в; = 0 или 1 для всех i). 
Доказательство. Имеем М <- 5, откуда M/S s(M/N)/(S/N), 
и, следовательно, Асис- А в силу (3.1) и (3.2). Значит, 


ODA; — Bp SA, — A, =1, 
и, следовательно, A — и является вертикальной полосой. № 


Заметим, что если ис: А, то A— и является вертикальной 
полосой тогда и только тогда, когда AC ц. 


(3.4) Пусть М — конечный 0-модуль типа ^, а М-— подмо- 
дуль в М типа у и котипа р. При всех [>> 0 пусть VM — котип 
подмодуля р: №. Тогда последовательность. 


$ (N) = (У, qr ae 


(ede УМ = 0) является ен типа . 
(в/, м’; №). 

Доказательство. Очевидно, AM = р и AMO =); применяя 
(3.1) к модулю М/ИМ и подмодулю yp-'N/p'N, мы видим, что 
^ > AG-D, Значит, условие (LR1) выполняется. Tak как 
p''N /p'N — элементарный 0-модуль, то из (3.3) вытекает, что 
А — 4-0 есть вертикальная полоса, а значит, что 
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al’ — 1-7 — горизонтальная полоса, длина которой равна 
L(pi'N/pi'N) =v, (в силу (1.4)). Значит, условие (LR2) 
также выполняется. 

Что касается (Г.Ю3’}, то 


as” == 2 (p!-' (M/p'n)/! (ММ) 


(снова в силу (1.4)}, так что 
k 


ми мии (n/p) = (a (o"M + WN), 
и, следовательно, 
—_ > Мм”) = 1 (Vaid 
где Ув; = (p*M + pt М) / (М + УМ). Аналогично 


Rk 


+1 
р (У) = КУвы, а). 


Поскольку умножение на образующую идеала p индуцирует 
гомоморфизм модуля Ум на Ув, +1, то КУв) > КУьы, г), 
откуда вытекает (LR3’). № 


‚ Пример 


Пусть У есть й-мерное векторное пространство над алгебраически 
замкнутым полем ^. Флагом в У называется последовательность F = (Vo, 
Vi, ..., Ve) подпространств в И, такая, что 9 = Vac Vi =... ИУ, = У 
и dim V; =f при 0 = {= ^. Обозначим через Х множество всех флагов 
в У. Группа G = GL(V) транзитивно действует ка Х, так что Х можно 
отождествить с G/B, где В — подгруппа, оставляющая на месте данный 
флаг: таким образом, Х есть (неособое проективное) алгебраическое мно- 
гообразие, называемое многообразием флагов в У 

усть теперь и = С — унипотентный эндоморфизм пространства У. 
Тогда, Kak и в (1.2), пространство И становится #[ -модулем конечной 
длины, где # действует на У как нильпотентный эндоморфизм и—1. 
Пусть А —тип У, так что А есть разбиение числа п, описывающее жорда- 
нову нормальную форму и, и пусть Ал <= — множество всех флагов 
FeX, инвариантных относительно и. Такие флаги Р-— это в точности 
композиционные ряды #[Ё-модуля У. Множество Ху, является замкнутым 
подмногообразием в Х 

Для каждого Ё == (У, Vi,..., Ил) = Х) пусть А — котип  подмо- 
. ayaa Уи в У. Тогда в силу (3.1) 


= 20 Ве... CAM == А 


и [AC —^9-0| =1 при 1 << п, так что флаг.Ё определяет, таким об- 
разом, стандартную таблицу Т формы А. Значит, мы получаем разбиение 
многообразия Хх на подмножества Xr, параметризованные стандартными 
таблицами Т формы A. 
°’ „Эти подмножества Xr обладают следующими свойствами (Спалтен- 
штейн [49]): 

(a) Xr есть гладкое неприводимое локально замкнутое подмногооб- 
разие в Xz. 
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(b) dim Xr == п(А). | 
т 
(с) Xr представляется в виде дизъюнктного объединения UY Xp ‚. 


такого, что каждое Хх, , изоморфно аффинному пространству, H UY Xr ь 
<} ed 


замкнуто в Xr при f = 1, 2,..., т, 

Из этих результатов вытекает, что замыкания Xr подмногообразний Xr 
суть неприводимые компоненты многообразия Х» и что все они имеют 
одну и ту же размерность л(А). Таким образом, число неприводимых 


компонент равно степени неприводимого характера х^ группы $» (гл. I, 


Если поле & содержит конечное поле Го из 9 элементов, то число 
Xa (9) Горациональных точек многообразия x) равно Qin) (9) (гл. ПЬ 


$7) °). ео мае ен | 


4. Многочлен Холла 


В этом разделе мы вычислим структурные константы 
Givw (o) алгебры Холла. (Kak ив § 2, поле вычетов кольца о 
предполагается конечным.) Пусть S — некоторая ГАЮ-последо- 
вательность типа (y’,v’; A’), а М — конечный 9-модуль типа 
^. Обозначим через Gs(o) число подмодулей М в М, для ко- 
торых соответствующая 2К-последовательность 5(М№) есть $. 
В силу (3.4) все такие М имеют тип у и котип и. 

Обозначим через g число элементов поля вычетов кольца 


си напомним, что п (А) == У, (—1)А, для всех разбиений A. 
Тогда 


(4.1) Для каждой LR-nocaedosareabxocru $ типа (и’, у’; ^’) 
существует многочлен gs(fhe Z[t] степени п(^А)—п(и)— 
— (м) со старшим коэффициентом 1, не зависящий от 0, та- 
кой, что 

Bs (9) = Gs (0). 
(Иными словами, Gs(o) есть «многочлен OT g».) 


Положим теперь по определению для любых трех разбие- 
| НИЙ ^, и, Vv ‚ 


(4.2) _ =, 830, 


где сумма берется по всем РА-последовательностям $ типа 
(w’,v'3 4’). Этот многочлен называется многочленом Холла, 
отвечающим разбиениям A, р, *. Напомним из гл. [ (§ 5 u 9), 
a я é 
что ch. обозначает коэффициент при 5-функции 5» в произ. 
ведении 5,5, ЧТО ch. =ch,, И ЧТО ch,ecTb число [.К-последо- 
вательностей типа (и’, м’; А’). Тогда из (4.1) вытекает. - 


1} Более общие рез тать относящиеся к неполным флагам. содер` 
жатся в работах [10°] [17]. — Прим. перев, Slee | 
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(4.3) (i) Если с*,=0, то многочлен Холла gr, (ft)  тожде- 
ственно равен 0 (в частности, gh (1) =0, за исключением 
случая, когда |^| =|и|-+ || ин ул. 

(ii} Если ch 520, то многочлен gh, (i) имеет степень 
n(aA)—n(p)— п (\) и старший коэффициент с. 

(iii) В обоих случаях Gi. (0) = gh, (4). 

(iv) gh, O == gh, (2). 

Комментариев требует только п. (iv). В силу (2.2) 
0% (6) = G (6) для всех 0, откуда 5^, (9) = gr, (9) для всех д, 
являющихся степенями простых чисел, а значит, д^,(1) = 


= BS (t). Е 


Исходной точкой в нашем доказательстве (4.1) является 
следующее предложение: 


(4.4) Пусть М — конечный о-модуль типа kh, а N— элемен- 
тарный подмодуль в М котипа a (так что в силу (3.3) 
^ — есть вертикальная полоса). Пусть В — разбиение, та- 
кое, что ACPCA; обозначим через Нав»(9) число подмоду- 
лей PON котипа В в М. Тогда ERLE ПВО. где 
Нав (1) = 2 [Й есть многочлен 


(4.4.1) №) Нем д [№: — Bi, Br — 0 (477), 


в котором 


(4.4.2) 4 (в, В, A) = 2. (Br — а.) (As — Bo) 


| ples | a: 
а [г, $|— многочлен raycca| - TV fag. I, $ 2, пример 1) при 
г, $ > 0 и равно нулю в остальных случаях. 


Доказательство. Положим 0=А—В, ф=В—@. Пусть 
также М; =М№МПУМ. Так как 


р’ МИМ: = (p'M + N)/N = p' (MIN), 
то в силу (1.4) 
1(N,) = М) — 1 (p! (M/N)) = 2 — 9%) 
ИЛИ, что эквивалентно, 
(1) — щим) = (+9). 
Пусть теперь Р — подмодуль в М, имеющий котип В в М, 

и пусть i= == = РПУМ. = PN: Тогда — 

PIP, (Р-Н Mp’ 
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и, следовательно, 

[(Р+-} — КР} = ИРР) — КР/Р:—)) = 
=1((P + p'M)/p'm) — 1((РНЬ М) М) = 
== 1 (МЛМ) — (РН МР + p'M)) = 


=, — В; =; 
в силу. (1.4). Обратно, если Р — подмодуль в М, такой, что 
(2) L(P;_,/P;) =; (2 |), 


то предыдущие вычисления показывают, что Р имеет котип В 
в М. 

Предположим, что число i > | и подмодуль Р; уже даны. 
Нас интересует число подмодулей Р;— в Nin, удовлетворяю- 
щих условиям (2) и 


(3) Р.М! =Р,. 


Число последовательностей я = (*, ..., X,f) элементов из 


/ 

9; 

№:-!, линейно независимых по модулю N;, равно 
у р 

(4) (994-99) (gti! — gt!) (ча уче), 


Для всех таких последовательностей x подмодуль Pj), по- 
рожденный Р; и х, удовлетворяет (2) и (3). Обратно, каж- 
дый такой подмодуль Pi) получается таким образом из лю- 
бой последовательности х из 9; своих элементов, линейно 


независимых по модулю P;. Число таких последовательностей 
равно 


(6 (47-97) (g?t-1 дан)... (gts — РН), 
где 


(6) =H) = $ oF 


в силу (2). Таким образом, число подмодулей Ри в Nit, 
удовлетворяющих (2) и (3), есть частное от деления (4) на 


(5), а именно , 
д iI Pt-0) [6;, i] (q7’)- 


Беря произведение этих выражений по всем {>> 1 и замечая, 
что пр, и = 2.9; (в силу (1) и (6)), мы получаем, 
iat 
что 
f f f f so уг 
Нов» (0) — 4" HH [As — Bi, В: 7 а; | (а и где d= 2 9:9. 
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Далее, 0, — число квадратов в {-м столбце косой диаг- 
раммы 90=А—В, a >, $, — число квадратов диаграммы 
121 | 


ф =} — < в том же и следующих столбцах, т. е. в более вы- 
соких строках. Отсюда следует, что 


d= >, 7,8, == d (a, В, ^), 
ras 


И это завершает доказательство (4.4). № 


Возьмем, в частности, в качестве N в (4.4) цоколь $ мо- 
дуля М, так что в силу (3.2) @ ==А. Тогда Hy, (0) есть число 
элементарных подмодулей Р котипа В в М, так что 

A 
Hye, (0) = Св (17) (0), 


где m=|4—B|—=|0|. В этом случае ф=В-— А, так что 
фи ==В: — Л: + 1==]1— 0, и, таким образом, показатель 


d=d(d,B, 4) равен 
4= 2. (1—6)0, == >, (1 — 006, = 2) 0 — >, 0,65 
ras ras r<as r<s 


2 
потому что 0, ==0; для всех г. Так как )>,0,—m, то 


(4.5) Ува, = — Ут m(m — 1), 
r<s 
откуда _ 


d=) (s—1)0,— 5т(т— 1) =n (А) — п (В) —п(1”). 
Значит, из (4.4) мы получаем формулу 
п —n = ite f / - 
Gaim) (9) = g (A)—n(P)—a (1%) A, [^, и 6’, В И ‘ail (а ') 


(поскольку А при всех i >> 1). Это верно для любых 

двух разбиений A, В, где т = |^|--|В]| (если ^, — В не являет- 

ся вертикальной полосой, то обе части обращаются в нуль). 
Эквивалентным образом, полагая по определению 


4-8) ро вр Bi — Mai] 


мы получим gs (17) (4) == Gh (17) (5). 

Следующим шагом в доказательстве (4.1) является 
(4.7) Пусть В =(а’, В’, ^’) — трехчленная ЕЮВ-последователь- 
ность. Тогда существует многочлен Fr(t)e Z[t]) степени 


"®-в®-(5). где n= |p—a|, со старшим коэффи- 
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циентом 1, зависящий только от К и обладающий следующим 
свойством: если М — конечный о-модуль типа А, а P— элемен- 
тарный подмодуль в М котипа B, то число подмодулей Ne М 
котипа a, таких, что PN = Р, равно Fe{q). 


(Заметим, что когда В == (так что ^ — © есть вертикаль- 
ная полоса}, то P= 0, так HTS N элементарен, и, следова- 


тельно, в этом случае Fp (0) = &^ (7) (0. ) 


Доказательство. Пусть Q— подмодуль в P, а у— его ко- 
тип в М, так что ac PB CYCA. 

Обозначим через КР, 0} (соответственно через g(P, Q)) 
число подмодулей М в М котипа a, таких, что ND PDQDYN 
(соответственно NODPDQ= №). Нам нужно вычислить 
число 2(Р,Р). Ho, как мы тут же увидим, число f{P, Q) легко 
вычисляется, после чего g(P,Q) находится с помощью фор- 
мулы обращения Мёбиуса [41] `). 

Прежде всего вычислим f(P,Q). Имеем 
№М>Р>О9> м <= М-ЭРи М/О элементарен <= 

<=$ > МР, где S/Q есть цоколь МЮ = 
<> N/P < 5/Р. 
В силу (3.2) $ имеет котип % в М, так что, применяя (4.4) 
к модулю М/Р и его элементарному подмодулю S/P, мы по- 
лучим | 
(1) Г(Р, Q) = Нуав (0), 
если у CG, т. е. если у — < есть вертикальная полоса, а иначе 
КР, 9) = 0. 


Далее, ясно, что. 


(ii) f(P, Q= У, &а{Р, В) 
о 


— сумма по всем подмодулям (т. е. векторным. подпростран- 
ствам) Ю в О. При фиксированном Р и меняющемся QCP 
уравнения (ii) решаются с помощью обращения Мёбиуса: ре- 
щение имеет вид 


g(P, 9) = 2 Г(Р, Rw (В, О), 


где и есть функция aiiinves решетки подпространств вектор- 
ного пространства P, задающаяся формулой (цит. выше) 


в (В, 9) = (— 04-ти, 
где d= dim,(Q/R). Отсюда, в частности, получаем 


(iii) g(P, Р)= У, (-1"7 4" "РДК, В), 
ЮСР 


1) См. также [1°]. — Прим. перев. 
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где m = дип» (Р/Ю), а суммирование ведется по всем подпро- 
странствам А в Р. Далее, для всех разбиений 6, таких, что 
Bc 8&CA, число подмодулей RCP котипа 6 B М равно 
Нвз» (0). Значит, из (i) и (iii) вытекает, что 


(iv) g(P, Р) = Fg Hos, ©) Hap) 


где сумма берется по всем. разбиениям 8, таким, что ВЕСА 
и §6—-q@ есть вертикальная полоса, а т = 18 —В|. Таким об- 
разом, если определить многочлен Ё»(Р) формулой 


(4.8) FRO (HD hag, O Haag © 


(суммирование по разбиениям 6, таким, как выше), то из (iv) 
и (4.4) вытекает, что g(P, Р) = Fr(q). 

Для завершения доказательства осталось показать, что 
наш многочлен Р»(Р) имеет старший коэффициент | и сте- 


пень "®—"®- (5). где п = [В —&|. 


Степень слагаемого в (4.8), соответствующего 8, равна 
в силу (4.4.2) 


i 
d=zm(m—1)+ > ФИ, —9,) 8), 
: ras 
где 9@= P—a, p= S5—B u p=A—S4, ат =|ф|. Все косые 
диаграммы 6, @, ф являются вертикальными полосами, так 
что все 0,, gm и ф; равны 0 или 1; в частности, в силу (4.5) 


1 
> т(т — I) — >, ф;$; — т, 
Гг= $ 
Tak что 


(v) d= офф + 2s (1 ~8,)8;— Ig. 


Вспомним теперь, что (a@’, В’, А’) есть ГЮ-последовательность. 
Из этого следует, что при всех г 1 число квадратов диа- 
граммы В” — @' == 0’, лежащих в столбцах с номерами Ser, 
не меньше, чем ‘число квадратов в тех же столбцах диаграм- 
мы А’— В’: это означает, что 


(vi) 2. 0, > р (ps + $.) 


при всех г => 1. Из lee. и (vi) следует, что 
d< 2. (1 —6,)6,, 


причем равенство достигается только при ф = 0, т. е. при 
$ = В. Значит, старшим членом суммы. (4.8) является член 
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n 
haat) = zg any), имеющий в силу (4.6) степенья(В) — п (о) -( 9 ) 
и старший коэффициент 1. Это завершает доказательство. № 


Теперь мы в состоянии быстро завершить доказательство 
# Га 
(4.1). Пусть М есть о-модуль типа A, а $ = (Aer eee ae ) — 
некоторая 2[Ю-последовательность типа (ц’, у’; А’). Пусть М — 
подмодуль в М, такой, что 5(М№М) = 5; положим М, = YN, 
Га / 
Ясно тогда, что S(N,) == (a, ..., ); обозначим эту по- 
следовательность, скажем, через S;. Обратно, если дан под- 
модуль Л в М, такой, что $ (№!) = 51, то, применяя (4.7) к 
модулю M/pNy и его элементарному подмодулю №!/М№!, мы 
видим, что число подмодулей №, таких, что S(N)=S и 
у г Г 
pN == N,, равно Fp, (9), где Ry = (4 ae А) ). Следовательно 
Gs (0) = Gs, (0). Е (9), 
откуда 


Gs (0) — П FR, (9), 


где Ry = (ACY, MO, 4) (при i =r мы берем MN me MY, 
так что, как замечено выше, Fp (9) = ва") (4), где а == ГИУ, 


Значит, полагая по определению 


(4.9) 85 ()= IT Fe, (0, 


мы получим &5(4)= Gs(0); в силу (4.7) многочлен gs(f): 
имеет старший коэффициент 1 и степень 
[4 A 


х (nc) — nay (% )) =n @)—nw) —20, 


11 
что и требовалось доказать. 


Только что данное доказательство предоставляет нам яв- 
ное (хотя и сложное) выражение для многочленов gy. (t) по- 
средством формул (4.2), (4.4), (4.8) и (4.9). В качестве при- 
мера (который понадобится нам в дальнейшем) вычислим 
gr (1), когда у = (г) есть разбиение, состоящее из единствен- 
ной части г=|А— | (случай у==(1”} дается формулой 
(4.6)). Прежде всего: 


(4.10) gi, (@)=0, за исключением случая, когда » — в есть 
горизонтальная полоса длины г. 


Доказательство. Пусть М — конечный 0-модуль типа A, a 
№ — циклический подмодуль в М котипа и. Ноложим N; == 


130 Гл. И. Многочлены Холла 


— М ПУМ. Тогда, так как ЯМ/М; = (ИМ + М) /М = 9 (М/М), 
то 1(№М,_/М,)=А,— в, а поскольку № = $ (М Пу М) < 
= МП М = М,, отсюда следует, что OSA — и; ЗЕМ, И 
[pN, -1): Так как модуль N циклический, TO м, также цикли- 
ческий, откуда [(Ni-;/pNin)< 1. Значит, М — в, =0 или 1 


при всех i > 1, и, следовательно, А — в есть горизонтальная 
полоса. Таким образом, если ^ — и не является горизонталь- 
HOH ПОЛОСОЙ, TO ae (4) =0 для всех g, являющихся степе- 


нями простых чисел, а значит, а (1) =0. № 


Предположим теперь, что А — и — горизонтальная г-по- 
лоса. Тогда А’— р’ есть вертикальная г-полоса, и имеется 
лишь одна Ё[Ю-последовательность $ = (A, ..., 9’) типа 
(ц’, (17); ^’), а именно получаемая последовательным запол- 
нением квадратов вертикальной полосы А’— и’, начиная 
сверху. Значит, в силу (4.2) и (4.9) 


gh (г) (t) = 85 (t) = I] Fr, (t), 


где Ry = (AMERY, AO, М0”). Таким образом, мы должны вы- 
числить Ре(Ё), где Ю ={a’,B’, y’)— трехчленная Г/,Ю-последо- 
вательность, в которой косые диаграммы 0 =В—я и p= 
— 5 — В состоят из одного квадрата. В сумме (4.8), опреде- 
ляющей Fr({t), имеется не более двух возможностей для 6, 
а именно 6 =В и 6—7; последнее значение вносит вклад 
в сумму тогда и только тогда, когда у — & есть вертикальная 
полоса. Значит, 


ro Agap (t) — hoa (t), если Y—@— вертикальная полоса, 
о hea fb) в остальных случаях. 

Предположим, что квадрат 0 лежит в {-й строке и j-M столбце. 
Из определения (4.4) многочлена А мы видим, что 

1-1 
г если 9, ф лежат в последовательных 
F p(t)= столбцах, 

г —т 
(1—+”/) в противном случае, 
где во втором случае т; есть кратность | как части разбие- 


ния В (a значит, и у). 
Наконец, если y = В (так что ф = 0), то 


Po Oat (r= “Or. 


с только что определенными Ги m;. Собирая вместе все эти 
факты, мы получаем 
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(4.11} Пусть в =A — и — горизонтальная полоса общей дли- 
ны г, а J — множество целых чисел | >> 1, таких, что 0’ =| в 


i 
i == 0. Тогда 


т (№-п (yh) -т) ©) 
вии = Г I] (1—: ), 
jel 
где т, (^) — кратность | в разбиении ^. № 


Замечания и библиографические указания 


Содержание $ | и 2, а также теорема (4.3) принадлежат 
Филипу Холлу, который опубликовал лишь сводку результа- 
тов своей теории [17]. Содержание $ 3, и в частности утвер- 
ждение (3.4), принадлежит Грину [15]. Теорема (4.1) была 
впервые доказана ученицей Грина Т. Клейн [21]. Наше до- 
казательство отличается от ее. 


ПРИЛОЖЕНИЕ: ДРУГОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ Ф. XOJIJIA') 


Это приложение посвящено простому доказательству сле- 
дующего утверждения, чуть более слабого, чем (4.3) (мы 
будем свободно пользоваться обозначениями и терминологией 
гл, IT): 


(AT.1) Для любых трех разбиений 2, и и у существует мно- 
гочлен gi (t) = 1[Д, такой, что 


Gh (0) = gh, (9). 


Степень многочлена Г (1) не превосходит п (^\) —n{(p) — п (Vv), 


п (A)—n (u)—n (9) 


А 
а коэффициент при t равен Cyy. 


Приводимое ниже доказательство не использует правила 
Литтлвуда — Ричардсона (гл. I, (9.2)). Тем самым, комби- 
нируя его с рассуждениями 6 3, 4 гл. I], мы получим неза- 
висимое доказательство правила Литтлвуда — Ричардсона, на 
наш взгляд, делающее более ясной роль решетчатых переста- 
HOBOK. 

В основе нашего доказательства лежит комбинаторная 
интерпретация коэффициентов a, из формулы (1) $ 2 гл. П. 
Введем ряд определений и обозначений. 

Композициями будем называть последовательности @ == 
== (91, 2, ...} целых неотрицательных чисел, имеющие лишь 
конечное число ненулевых членов. Таким образом, разбие- 
ния —это композиции, удовлетворяющие условию &, => 
> Qe => ... . Ha множестве композиций действует группа Soo 
финитных перестановок натурального ряда М по формуле 


') Добавлено переводчиком. 
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$@ == (а ау Syste? .). Будем писать @ ~ В, если a и В со- 


пряжены под действием $»; очевидно, что каждая орбита $» 
содержит ровно одно разбиение. 

Как и разбиения, композиции изображаются диаграммами: 
диаграмма композиции & формально определяется как MHO- 
жество {(i,jye Z2: |< ]< а}, а при графическом изобра- 
жении в i-H строке диаграммы ставится а; квадратиков. 

Если a и В— две композиции, то массивом формы a и 
веса В называется любое заполнение квадратиков диаграммы 
« натуральными числами, такое, что для всех i > 1 число i 
стоит в В: квадратиках (более формально, массив — это фун- 
Kuna A: aN, такая, что Card А-! (7 = В; при iS 1; нам бу- 
дет удобно считать, что функция А задана на всем № и 
A(i, j)=-+oo при j > a). Для всех x = (i, j) = № обозначим 
точку (i,j-+1) через «>. Массив А назовем упорядоченным 
(соответственно строго упорядоченным) по строкам, если 
A(x*) = A(x) (соответственно А (х*) > А(х)) для всех x Ea. 
Аналогично определяются упорядоченность и строгая упоря- 
доченность по столбцам. 

Введем в №2 следующее отношение линейного порядка: 


i, )<,@, Г) = либо |<, либо |=], i>7’. 
Для каждого массива А формы a, строго упорядоченного по 
строкам, положим 
4(А) = Card {(х, у) =аЖа: у<,х, A(x) < Aly) <А(х}}. 


(AT.2) Пусть }, и — разбиения, а a и В — какив-нибудь ком- 
позиции, такив, что а м“ ии В- М. Тогда коэффициент ayy 


us § 2гл. П равен 
Any = 2, 98%, 


гдв вимма берется по всвм массивам А формы a и веса В, 
строго упорядоченным по строкам. 


Прежде чем доказывать (АТ.2), выведем из Hero (АТ.|). 
В силу (AT.2) целочисленный многочлен от $ 


d (A) 


где суммирование проводится по тем же массивам, что и в 
(AT.2), зависит только от А, и и; обозначим его через а» (®. 


(AT.3) (а) Все коэффициенты многочлена dy (t) неотрица- 
тельны. | 

(5) ар(1) есть число‘ матриц из вулей и единиц с сум- 
мами по строкам ра, ра, ++» # суммами по столбцам №, Ag .... 
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(с) а, (В ==0, за исключением случая, когда д = А, при- 
чем аул (1) == 1. 


Доказательство. (а) очевидно. Для доказательства (5) 
достаточно установить биекцию между матрицами указанного 
вида и массивами формы и и веса A’, строго упорядоченными 
по строкам. Сопоставим массиву А матрицу (cy), где си = |, 
если в Г-Й строке массива А есть число }, и с;; = 0 в против- 
ном случае; это и есть требуемая биекция. Наконец, (c) сразу 
вытекает из (а), (b) и теоремы Гейла — Райзера (примеры 2 
$би 8$ 7 мл. 1). В 


В силу (AT.3) (<) матрица (а„(Ё)) является строго верх- 
ней унитреугольной с коэффициентами из кольца Z(t]; зна- 
чит, она обратима и обратная матрица имеет такой же вид. 
Таким образом, элементы матриц перехода между базисами 
(o,) и (№) в Н(5} являются цнелочисленными многочленами 
от 4. Поскольку закон умножения в алгебре Н (5) при записи 
в базисе (о,.) не зависит от 0, отсюда следует, что структур- 
ные константы в базисе (и„) есть целочисленные многочлены 
от 4. Это доказывает существование многочленов Холла 
gi, (= Z(t]. Осталось найти их степень и старший коэффи- 


циент. 


(АТ.4) Степень многочлена a,,(t) не превосходит п(и)— п(^), 
а коэффициент при "в нем равен Ку’ ($ 5 aa. 


Это сразу вытекает из следующей комбинаторной леммы: 


(AT.5) Для каждого строго упорядоченного по строкам мас- 
сива А формы в и веса Х’ обозначим через a(A) число пар 
(x,y)G@uxXu, таких, что у лежит над x в том же столбце 
и А(х) < Aly) < A(x). Тогда 
(а) 4(А)-- @(A) = n(p)—n(A); | 
(b) 4(А) = 0<>A упорядочен по столбцам. 
Доказательство. (а) Положим. 
D(A) = {(х, )жь Хи: у<,х, А(х)ЗА(у < А(х}}, 
М (в) = {(х, gheux р: у лежит над х в том же столбце} 


И 
D(A) ={(х, уе М(): A(x) < Ay) < А(х}}; 
тогда 


Card D(A)—=d(A) + 5) (1) md (A) +0 

ipl\2 

caraW Ww Dy) maw a Card D(A)=d(A). 
11 9 oe 
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Построим отображение ф: D(A) > N{(p). Пусть (x, у) = (А), 
АИ» у = (ia, ja). Gieauint, что й ie; положим i= 
= тах(й, 2), i == та, 2), |= min(ji, j2) и ф(х, у) = 
=((i,f), (Г.Л). Из определений непосредственно вытекает, 
что ф есть биекция D{A) на N(p)— D{A), откуда следует наше 
утверждение. 

(5) Импликация <= очевидна. Пусть теперь A не упоря- 
дочен по столбцам, т. е. найдется пара точек Х = (1, ]), у= 
== (i’,j/) диаграммы и, такая, что i> [ри A(x) < А). Выбе- 
рем такую пару с наибольшим возможным j; очевидно, она 
входит в D(A), следовательно, 4(А) =2 0, что и требуется. я 


Положим Gy, (f) =" ®-"а,,(['). Из (АТ.4) и (AT.5) 
сразу вытекает, что 


(AT.6) а, (@) = > 17(4, где сумма берется по всем массивам 


А формы ц и веса i’, строго упорядоченным по строкам; в ча- 
стности, Gy, (t)S 211. Имеем аз (0) = Ку. № 


Рассмотрим теперь кольцо A [= Али многочленов от $ 
с коэффициентами из кольца симметрических функций А; его 
элементы записываются в виде P(x; t). Ясно, что АЙ — сво- 
бодный 2[Н-модуль с базисом (é@,). В силу (АТ.З) (с) мат- 
рица (&,(¢)) является строго верхней унитреугольной. От- 
сюда следует, что равенства 


(1) Cy) == >, а, (ЭР, (x; д 


однозначно определяют элементы Py (x; } Е Л[Й, и они обра- 
зуют 2 [1 -базис в Aff]. Пусть Г», (0) —- структурные констан- 
_ ты алгебры Л [1 в базисе (Р» (х; #} ), т. е. 


P(x; ИР, (х; д = 2. PP, 0; 
из сказанного ясно, что i Фе Z[t] при всех A, uw av. 


(AT.7) (a) аби). 

(b) При Е = 0 многочлен Pi (x; $ превращается в $-фиунк- 
цию 5% (х). В частности, р, (0) = с”, — структурные константы 
алгебры А в базисе (5»). 

Доказательство. (а) непосредственно вытекает из опреде- 
лений. Для доказательства (b) достаточно заметить, что 
М (е, $); = Ку. = Gy, (0) в силу результатов $ 6 гл. Ги 
(AT.6). № | 

В силу (AT.7) степень многочлена gh, (f} He превосходит 

п(^}— п{(и)—1п(%), а коэффициент при этой степени { равен 
Pp. (0)== ch. Это завершает доказательство (AT.1), 
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Осталось доказать утверждение (AT.2). Для этого мы пе- 
реформулируем определение массива и функции d(A) в тер- 
минах цепочек композиций. Если % и В — две композиции, то 
будем писать В, если в: —1 = В; = а; при всех iS 1. 
Бели В <, то определим d{a, fh) как число пар натуральных 
чисел (i,j), таких, что В; = a, Bj = — Ти Cj, a;) < (9. 


(АТ.8) Пусть а u В— две композиции, причем В = 0 при 
{ > г. Тогда массивы формы a и веса В, строго упорядочен- 
ные по строкам, находятся в естественном взаимно одно- 
значном соответствии с цепочками композиций (a, CAGE 
кз GM), такими, dro Dea dal... аа xu 
ut | — |“) | == В при т > 1. При этом функция d(A) пере- 
ходит в > d (al, 0-1). 


Pla Поставим в соответствие массиву A це- 
почку (@), где af = 4-1({1,..., 8). Все требуемые свой- 
ства проверяются непосредственно. № 


Вспоминая определение коэффициента a, ($ 2 гл. I), мы 
видим, что (АТ.2) получается с помощью очевидной индук- 
ции из следующего утверждения: 


(AT.9) Пусть ^, АН с та а а — любая 
композиция, такая, что а ~ №. Тогда 


Gi (17) (0) = > f mr, 


где сумма берется no композициям В, таким, что В а и 
Bo~ pb 

Доказательство. Пусть М — конечный 0-модуль типа A. На- 
помним, что Gian (5) — это число подмодулей Мс М типа 


(1) и котипа и. Условие, что тип модуля М равен (1), озна- 
чает, что № есть г-мерное векторное подиространство над k 
в цоколе $ модуля М. Обозначим множество этих подпро- 
странств через G,(S). Мы используем разбиение G,(S) на 
клетки Шуберта. Напомним, что если в $ выбран базис (и:) 
{1 =), где Г — некоторое линейно упорядоченное множество, 
то связанные с ним клетки Шуберта С, в G,(S) нумеруются 
подмножествами J < / из г элементов. Элементы С, парамет- 
ризуются наборами (сре: fel, ie@l—J, |< 1): набору 
(cj) соответствует подпространство с базисом (© + У сои: 
é 


jeJ ): Известно (и легко доказать), что С,($) есть дизъ- 


юнктное объединение клеток C;. Кроме того, ясно, что 
Card С, == 94, roe 4(/) = Card{(i,/): je J, г=/--1, 1<Й. 
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Представим модуль М в виде М = = ox,, где Ann x, =}. 
j i>i 


Обозначим через / множество индексов i > 1, таких, что 


о; > 0, и для каждого ie@/ положим v0, =n" 'x,, где п— 
образующая максимального идеала }; ясно, что векторы 
(vi: += J) образуют Ё-базис в $. Упорядочим множество /, 
считая, что fj предшествует i, если (jf, a%;) <, (р a@;). Рассмот- 
рим соответствующее разбиение грассманиана G,(S) на клет- 
ки Шуберта. Подмножества / с] находятся в естественном 
взаимно однозначном соответствии с композициями В a: 
подмножеству J соответствует композиция В, такая, что В; = 
—a—l при {ЕТи В; =; при ie@/—J. Из определений 
ясно, что при этом соответствии функция 4(7} переходит в 
d(a,B). Наконец, несложно доказать, что все подмодули 
МЕС, имеют один и тот же котип p, где и — разбиение, та- 
кое, что и ^ 8. Это завершает доказательство (АТ.9}. № 


Замечания. 1. Многочлены Р,(х; {1}, определяемые формулой 
(1), называются многочленами Холла — Литтлвуда. Их изу- 
чению посвящена следующая глава. 

2. Легко видеть, что утверждение (АТ.9) эквивалентно 
формуле (4.6) гл. П; каждое из этих утверждений непосред- 
ственно получается из другого с помощью известного выра- ` 
жения для гауссовых биномиальных коэффициентов 


(2) |" |=5 ja) 
1 


где сумма берется по г-элементным подмножествам линейно 
упорядоченного множества Г из п элементов, а d(J) опреде- 
лено в доказательстве (AT.9) (формула (2) легко вытекает, 
например, из результатов примера 3 $ 2 гл. I). Впрочем, 
один из стандартных способов доказательства (2) состоит 
в подсчете двумя разными способами числа точек на грассма- 
ниане над конечным полем, что, по существу, и было проде- 


лано выше. 


Глава Ill 


СИММЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ХОЛЛА — ЛИТТЛВУДА 


1. Симметрические многочлены R; 


Пусть xj, ..., Xn и Ё— независимые переменные над Z, а 
^, — разбиение длины < я. Положим по определению 


а a А 1—1} 
К, (хь ...) Хы Г) = y "(= ... А Пи, }. 


wes, i<j 1 


Знаменатель в каждом слагаемом справа есть с точностью 
до знака многочлен Вандермонда 


a= I] (x; — %;) 
#3 


(гл. I, § 3), а следовательно, 
(1.1) R, (4, 2 289 Xn i= 
it А, А 
— a; >, 8 (ae) -@(" ees О) 


wes, 

где, как обычно, = (#2) — знак перестановки w. Сумма в правой 
части (1.1) кососимметрична по х1, ..., Хи, а значит, делится. 
на а, в кольце Z[x), ..., Xn, |, и, следовательно, К; является 
однородным симметрическим многочленом от X, ..., Xn сте- 
пени |A| с коэффициентами в Z[f]. Значит, А; представляет- 
ся в виде линейной комбинации $-функций Sy{x1, ..., Xn) 
с коэффициентами в Z(t]. В действительности 


(1.2) Юон Fb DO 2D, ОК № 
и 
где uy, (t)S [ПП ии, (1) = 0, за исключением случая, когда 
[= 4A > в. | 
Более того, многочлен из. (Р) можно вычислить явно. Для 
каждого целого mt > 0 положим 


т 
1—2 
Um) = || Fp = Om О — 1)" 
и для всех разбиений A= (№, ..., An) длины <cn (где неко- 
торые из частей A; могут быть нулевыми) положим по опре- 
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делению 


U4 (2) = {I Um, (1), 
{>20 
где m; есть число частей ^,, равных i, при всех {>01).Тогда 


(1.3) и (t) = 0, (. 


Доказательство (1.2) и (1.3). Раскрывая произведение 
И (x; tx,), мы получим сумму членов вида 


Il x4 (— {Xx a fi, 


i<j 


где (rij) — произвольная йХ и-матрица из нулей и единиц, 
такая, что 


(i) rip=0, ry bry =1 при #92. 
Для каждой такой матрицы (rij) положим 
(ii) GO; =A, + 2. Пр 
(iii) d== >) ri: 
i<j 


Тогда из (1.1) ясно, что К» есть сумма членов (—/)*a,a5), 
где, как и в гл. I, § 3, аз есть кососимметрический. многочлен, 
порожденный одночленом x" =x)! ... xin, Поскольку ао = 0, 


если какие-нибудь два из чисел а, равны между собой, то 
можно считать, что все &, ..., а, различны. Расположим их 
в убывающем порядке, скажем 


(iv) Gy y=b,ra—i (153151) 


для некоторой перестановки w Е, и некоторого разбиения 
в ==(щ, ..., М»). Тогда а‚ау' равно e(w)Sy, и для доказа- 
тельства (1.2) достаточно показать, что д = А. 

Положим $17 == fai), в). Матрица (5) удовлетворяет тем 
же условиям (i), что и матрица (rij), и из (ii) и (iv) мы по- 


лучаем 
Wy big y t 2 Sip 
Отсюда при | skin ; | 
п 
(v) Bybee ВА + teeth hou + 2 зи — 4—8. 


') Многочлен 9, (1) зависит не только от разбиения A, но и от числа 
п. — Прим. перев. 
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kon R # п 

2. 2.5 =>) syt) }, su= 

im} ju] i, j=l | inl {Е 

=te(e—1) +у + noite x hle—l) +e(n— = F's 


i=l j>k iss! 
Поэтому из (v) вытекает, что 
в Аш... РАЗ м +. BA, 


и, следовагельно, и < А. Это доказывает (1.2). 

Далее, эти вычисления показывают, что А = и тогда и 
только тогда, когда А» = М при | Зри 51 =1 для 
всех пар i <i j. Отсюда следует, что 


(vi) Uns ( = >. в (w) (— 0, 


где сумма берется по всем ше Sz, оставляющим на месте 
разбиение A, а показатель 
d == i = Smt —1 
ру ft р wo" (1, Ш" (i) 

равен числу n(w) таких пар? <] в {1,2, ..., п}, что и (]}) < 
< w-'(i); это число n(w) есть также число пар / < А, таких, 
что w(k) < w(f), а знак (м) равен (—1)}”(®). Значит, в силу 
(У) _ 


(vii) = > {rt 


est 


где 5% — подгруппа перестановок w Е Sn, таких, ЧТО Aw) = Az 
при [ == п. Ясно, что Se = it Si; р где, как и выше, 1; — 


число частей Aj, равных é, и, Sinn для доказательства (1.3) 
достаточно показать, что 
(viii) ео (i). 


WES, 


Мы докажем утверждение (vili) с помощью индукции по 
т. При 1=1= т обозначим через ш; транспозицию (i, т) 
(так что Wm есть тождественная перестановка}. Элементы Ww; 
образуют систему представителей правых смежных классов 
группы S» по подгруппе $т-1, и 


п (ии) = п (и) т —1 


при w! == Sm-1, поскольку число т стоит в последовательности 
(w’wi(l), ..., w’wi(m)) на 1-м месте, и, следовательно, за 
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ним идут т — 7 чисел, меньших, чем т. Таким образом, 


> tiie > pee t+ ra a aia | 


wes, 


откуда сразу следует (viii). Это завершает доказательство 
утверждения (1.3) № | 


Беряв (1.2) и (1.3) A= 0, мы получим 


(1.4) 7 o( To =o, 6, 


wes, i<tj f 
что не зависит OT Хи, ..., Xn 
Покажем теперь, что 
(1.5) Многочлен Юл (жи, ..., Xai И делится на u(t) (т. е. все 


его коэффициенты делятся на v(t) в кольце Z[t]). 


Доказательство. Предположим, например, что Ay = №2 =... 
‚.. = Ат > Ат. Тогда каждая ше=5„, переставляющая 


только числа 1, 2,..., т, оставляет на месте одночлен 


хм... xia, и в силу (1.4) из К, можно вынести множитель 


Um(t). Отсюда следует, что 


‘ aes А, a | xy — tx, 
R, (x, ea ey А Г) Uy (t) > oe (** eres xf IT и-я )= 
ге, /5, >”, 


== 0), (1) Py (%1, ssey Алу t). 


Поскольку Ra, — многочлен OT хи, ..., Xn, TO многочленом OT 
X1, ..., Хи будет и Py, a так как ¢ входит только в числители 
членов суммы Py, то Py, есть симметрический многочлен от 
X1, ..., Xn © КОЭффициентами из Z {[t]. № 


Именно эти многочлены Py, а не Ry будут предметом изу- 
чения в настоящей главе. 


2. Функции Холла — Литтлвуда 


Только что определенные многочлены Р» (хи, ..., Xa; В Ha- 
зываются многочленами Холла — Литтлвуда. Впервые они 
были косвенно определены Филипом Холлом в терминах ал- 
гебры Холла (гл. IY), а затем непосредственно Литтлвудом 
[30], по существу так же, как у нас'). Из доказательства 


1) Определение, близкое к определению Холла, было дано выше в при- 
ложении переводчика к гл. П (формула (1)). — Прим. перев. 
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(1.5) получаем два эквивалентных определения: 


1 ¥,— tx 
(2.1) P, (х,, voey Л = Te » w (2 ee xin =) 
п 


wes 13 
A A x; — tx, 
(2.2) P, (х, ...;у x3 Г} = у. , we (** ee x,” ll ия) ‘ 
wes, |S? М>", 


Многочлены Р; осуществляют интерполяцию между S- 
функциями 5, и мономиальными симметрическими функциями 
т», поскольку 


(2.3) P, {X1, cevy А) 0) == $ (м, ев хп), 
что ясно из (2.1), и 
(2.4) Р, (x1, .. +» Ад; 1) — fy, (x, .,.., Х.) 


что ясно из (2.2). 

Как и для остальных типов симметрических функций, изу- 
чавшихся в гл. I, число переменных ди, ..., Xn не имеет зна- 
чения при условии, что оно не меньше, чем длина разбиения A. 
В самом деле, | 


(2.5) Пусть 4 — разбиение длины < п. Тогда 
Py (Sig sey Хы Of = Prin sony НИ 
Доказательство. В силу (2.2) 


Py (Xp cee Хи = 


= Ai Rasy a 
=== y ка vee Ky я, ‘ 


А, } 
wes, fSiay A >^, 


Если положить Xp4,; равным 0, то в правой части останутся 
только члены, соответствующие тем перестановкам w = Spi, 
которые переводят a! в некоторое число г, такое, что 
Ay == 0; по модулю Shy; можно считать, что такая переста- 
новка оставляет п -- | на месте, так что суммирование в дей- 


ствительности ведется по $„/5^. м 


Замечание. Многочлены Вл (хи, ..., Хи; ¢}, определенные в 
$ 1, не обладают этим свойством стабильности, поэтому они 
представляют меньший интерес. 


С помощью (2. 5) мы можем перейти к пределу и опреде- 
лить P,(x;t) как элемент кольца А[Й, образом которого в 
A,[t] при всех п > ЦА) является Pi (Xi, ..., Xn; t). Симмет- 
рическая функция | Р‚.(х;Р) называется функцией Холла — 
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Литтлвуда или НЁ-функцией, соответствующей разбиению A, 
Она однородна степени |^|. 
Из (1.2), (1.3) и (1.5) вытекает, что 


Р‚(хь, ...›» Xp) N= >, ay (0 5 (%, ...; X,) 


с коэффициентами @,p(t)e Z [i], такими, что way (f)==0, за 
исключением случая, когда |^|=|и| и ADH, причем 
илл (Ё} == 1. Отсюда получаем, что 

(2.6) Матрица перехода M(P,s), выражающая функции Py, 
через функции $», является строго верхней унитреугольной 
(гл. I, § 6). @ 


Поскольку функции $, образуют #-базис кольца A CHM- 
метрических функний, а значит, и 2, [Ё -базис кольца Aff], из 
(2.6) вытекает, что то же верно для функций Р.: 


(2.7) Симметрические функции P,(x;t) образуют Z [#-базис 
в кольце Alt]. № 


Рассмотрим теперь функции Py, для А =(Г) и A=(r). 
В первом случае 


(2.8) Pury (x; ) =e, (x), 


т. е. это г-я элементарная симметрическая функция от пере- 
менных Xj. 


Доказательство. В силу свойства стабильности (2.5} функ- 
ция Por) однозначно определяется своим образом в А,[Й: 


другими словами, можно считать, что число переменных есть 
г. Но тогда из (2.2) ясно, что Par) (x, «+0, ¥5 EPH. &, = 


=е,. Е 
Положим теперь по определению 
4, (х; } =(1—0Рь(х; 0 (21, 4%(;0=1 
В силу (2.2) приг > 1 


= х — 
(2.9) ч(ь ый =@-9) Па 


i=l = fi 
Производящей функцией для функций 4, является 
= l—tzy 
(2,10) 2.4.5 bo = рт 
r= р 


Доказательство. Предположим сначала, что число пере- 
менных х; конечно, и положим 2 = y—'. Из обычного правила 
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разложения ва простейшие дроби мы получаем 


- z= tx; | (1 —#%) x, x,— tx, 
ul a ^ Но 2-х; ‚| tie, * 


i=] j=l 1521 i 
так что 
= - Хх: x tx 
= ae Их. Вы 
и ао Де. 
iw] ied jet 


где коэффициент при 5’ для roel равен gr(x, ..., Хи; В) 
в силу (2.9}. Теперь, как обычно, "Пусть п 00, 


Удобно ввести другое семейство симметрических функций 
О, (х; f), отличающихся от Py (x; f) скалярными множителями. 
Они определяются следующим образом: 


(2.11) (= 6 (ИРЖИ, 
где 
(2.12) 6, = п Фи, tay 


Здесь mi{X) обозначает кратность числа { как части разбие- 
ния A, а or(t}==(1—7) (1—#) ... (— В. В частности, 


(2.13) Qn 0 == 4, (% 0. 


Мы будем называть функции Q,, так же как и Py, НЁ-фуик- 
циями. Их можно также следующим образом определить ин- 


дуктивно. Если {| — произвольный многочлен OT Хх, ..., Xn и 
| <= := п, то обозначим через Ко многочлен, получающийся, 
если положить x; == 0 в {. Тогда, обозначая (хи, ..., хп; В) 
через Q;, мы получим 

А i 
(2.14) => ди 0, 


где А. == (Ag, Аз, ...) есть разбиение, получаемое из A выбра- 
сыванием наибольшей части, и 


ш= (1 — 2) i, x, 7 : 
jemi 


Доказательство. Пусть [— длина разбиения А. Из опре- 
делений 6) {#) и v,(f) имеем 


0,1) = 0,1 DO, OM — 0, 
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и, следовательно, 


Os tee ue, eg ыы Ее 
v1 @) 


=(1-)' У o(2 MTT TT = = at) 


we 5/5 im] {>i 


в силу (1.4), где группа S,; действует на переменные 


Xit1, ..., Xn Отсюда вытекает, что 
з ge Ay я 
О vo ea = р wan (ty «+ 03 1) 


а это эквивалентно (2.14). @ 


Для каждой конечной последовательности 4 == (G1, G2, ...} 
целых чисел положим 


gu (хх N= LL aa, (5 O 
ви 


с учетом соглашения, что 4, = 0 при г< 0 (так что да = 0, 
если какое-нибудь ©; отрицательно}. Тогда функции (©) сле- 
дующим образом связаны с да: 


ad 
(2.15) a= i тд.“ 


где Rj, — повышающиеоператоры: А [RIT gs aver А lvoe’ 


Доказательство. Применим индукцию по длине / разбие- 
ния А. При {= 1 (2.15) сводится к (2.13). Поэтому пусть 


i> 1, u предположим, что результат справедлив для А = 
= (Ae, gy sa) “Ds 
Из (2. 10) вытекает, что 


> т nce 06 >) 
f= 


откуда, приравнивая коэффициенты при у’, можно выразить 


4’ через функции g и переменное хх. Результат можно сфор- 
мулировать следующим ны 


к —х Ра 
4 ТЕ 4, 
где Е — оператор, определенный формулой Egm = dm при 
всех 11. | 


') Чтобы дальнейшие формулы быля правильными, нужно считать, что 
последовательность А имеет вид (0, Ag, Аз, ..., №).- Прим. перев, 
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Отсюда следует, что 
1 Е KE 
a Вы к (9 
4, Ей 1— fx Fy Ч;› 
где Е да и Ч (а, see, Oe], ...) для всех G = (а, Ч» + .). 
Рассмотрим теперь сумму 
n i 
1 —х,Б 
А Ma “Е 
> x89; at a I] ТВ, Vi 
iat im] = 
где, как и выше, и; = (1—1) Ш (x; — tx,)/(x; — x;). Поскольку 
se i 


в силу (2.9) g =), ми, 5 


"i 


(1) yeh qo = 1 to =— 4) 


Нов силу (2.14). и предположения индукции 


1—R, 
(d) № jk (i} 
ye: — su, fl в’, 
i=l i=l 2c f<ck<i 1 


следовательно, в силу (1) 


4, = Top 49 
je 
13 1<#<1 


что и требуется. № 


Поскольку (2.15) может быть записано в виде 
= Та +е-пА,-+@-—0®,-+...) 9, 
то из утверждения (1.14) гл. I вытекает, что 


= 2. Any (t) Чи» 


где dyy,(t)e Z[t]—Taxue многочлены, что ayy (#} = 0, за ис- 
ключением случая, когда |^|=|и| и А = в, причем a(t) = 1. 
В силу (2.7) функции ©; образуют Q(t) -базис BA®,Q (0, и, 


следовательно, 
(2.16) Симметрические функции g, образуют Q(t)-6a3uc в 
Л ®,©(0, причем матрица перехода (гл. I, $ 6) M(Q,q) яв- 
ляется строго нижней унитреугольной. № 
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Примеры 
1. Полагая х; = #7 {] {= п), мы получим 
В. М (1 


непосредственно из определения {1.1), поскольку не обращается в 0 только 
слагаемое, соответствующее w == |1. Отсюда 


ый дай ign 


где Mp =n—Il(A). Пусть 2-00; тогда My также стремится к oo, по- 


2 
этому, когда x; = Ё-! при всех { = 1, то Q, (I, 4, Ё,...; f) = (7A) 
2. Мы можем воспользоваться индуктивным определением (2.14) для 
определения Q, для всех конечных последовательностей (A, А», ..., №) 


целых неотрицательных чисел, не обязательно расположенных в убываю- 
щем порядке. Формула (2.15) останется верной и может быть использо- 
вана для распространения определения Q, на все последовательности 


(Ay, А», ..., №) целых чисел, положительных или отрицательных. Если 
А, < 0, то, очевидно, $. = 0. 

Для того чтобы выразить Q,, когда числа А: не идут в убывающем 
порядке, как линейную комбинацию функций Qu (где все и являются 


разбиевиями), можно рассуждать следующим образом: поскольку пере- 
мена местами хи и х2 переводит 


Хх (х2 — tx)) (x) — 1х2) 


А! — А? 
з | 
х1х5 (Хо — #41) (x, — 5) 
г: ж — Xp 
отсюда следует, что 
Qe. stn — Зи, 9 = (Me, ro — Жечь п) 


или, если заменить г на г — 1, что 
Xs, r) — Qtr, $ — Qir-1, s+) + ег 1}* 


В предположении, что $ <г, это соотношение позволяет выразить Qs, г) 
через функции @‹- +5, где Oi <= [(г-- $)/2] = т. Ответ имеет вид 


т 
Е! 1—1 
Qs, 7 Ч, 5) 3 >, (: РЕ ) Чи -1, s+i) 
ia 


если гГ— 5 = 2т--1, a при r—s = 2т последний член суммы нужно 
заменить Ha (f+! — 1") Оц— п, 4m). 

Для простоты мы привели эти формулы для двучленной последова- 
тельности ($, г); но TO же самое верно. для любых двух соседних членов 
последовательности А. 

3. Определения (2.1) и (2.2) функций Р, можно записать в терми- 


нах понижающих операторов Ry (i < j): 
"pace 
РА = (7 (1—2) = П (PR) Sy 
i<j A>, 
`Отсюда, например, 


it 
| 
Ри= (i= К) Sin) = Ds (— t)| : Il К рту 
{= $ ied 
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где сумма берется по всем подмножествам 1 в {2, 3, ..., п}. Единствен- 
ные подмножества J, для которых Il Rj Sin, = 0, — это J = {2, 3, ... 
fel 


eos, } (2 {= п); следовательно, 


n—1 


Pin = d CY Big oy Ph) 


4°, Представим в сумме (1.4) каждый элемент w ES, в виде w= 
= ww’, где №’ S,-1, а и, есть транспознция (i, п), и проведем сум- 
мирование, Мы получим тождество 


x,;—tx; _ 9, (t) ЕР 
(г ме 1—#` 
При ¢ = 0 это дает 


(2) у (1-2 =a 


Тождество (2) было использовано Гудом [8°] для простого доказательства 
следующей гипотезы Дайсона: если ai, ..., @, — произвольные неотрица- 
тельные целые числа, то свободный член в разложении 


а 
(3) [| (-2 ; 
{ 


151 /<п 
равен 
(4) {a, + ene + adp)!/a;! eee @п' 
В самом деле, обозначим искомый свободный член через с(а:,..., An). 


Умножив обе части (2) на произведение (3), мы получим 


п 


(5) 0 (Gj, +. ка) = У 6 (By, 0005, — 1, «05 @,). 
| i=] 
Кроме того, ясно, что 
(6) с (а) =1с(а,....а_ „0, а»... а) = (а... а, ра y py ne ey Gy) 


если все а; неотрицательны. Очевидио, соотношения (5) и (6) однозначно 
определяют коэффициенты с(а1,.., а») для всех целых неотрицательных 
а. Поэтому для доказательства гипотезы Дайсона достаточно показать, 
что полиномиальные коэффициенты (4) также им удовлетворяют, что оче- 
ВИДНО, 

Густафсон и Милн [9°] нашли обобщение тождеств (I) и (2), относя- 
«цееся к произвольным S- и НЁ-функциям. Ряд интересных гипотез, тесно 
связанных с гипотезой Дайсона, высказан автором настоящей книги [15°]. 
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В силу (2.7) произведение Р„Р, двух НЁ-функций будет 
линейной комбинацией функций Py, где |[Al=—[p]+]v| 
(1, и, у— разбиения) с коэффициентами из 2[Ё ]: это озна- 
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чает, что существуют многочлены № фе Z(t], такие, что 


_Ри(х; t) Px (xs ) = » fay (© Pa (x; 0. 


Когда t = 0, то в силу (2.3) имеем 
(3.1) ee (0) = oe 


— коэффициент при sq в SySy. Аналогично в силу (2.4) fy (1) 
есть коэффициент при их в произведении и „ту, разложенном 
в сумму мономиальных симметрических функций. 


Для того чтобы связать симметрические функции Py с ал- 


А 
геброй Холла, нам нужно вычислить многочлен fy, (f) в слу- 
чае у = (1”). 
Напомним, что 


| (t)/@, (0 Ф‚-, (), если 0<r<gn, 


И ["|-о в остальных случаях, где 
ф,;(й =(Е—2(1-—В... (-В). 
iam @ = Ul peed 
iS1L4;—-B; . 


следовательно, Ра”) () =0, если А— в не является верти- 
кальной т-полосой). 


(3.2} Имевм 


Доказательство. Будем работать с конечным множеством 
переменных 41, ..., Xn, где п > Ир) + т. Мы должны умно- 
жить многочлен Py, заданный формулой (2.2), на многочлен 
Ри”), который в силу (2.7) равен т-й элементарной сим- 


метрической функции ет. Пусть А = в — наибольшая часть 
разбиения р; разобъем множество {х1,..., Xn} на подмно- 
жества Хо, ..., А» (некоторые из них могут быть пустыми), 
такие, что х; = X; тогда и только тогда, когда и; — р, так что 
|Х |= и — кратность числа i как части разбиения и. Обо- 
значим через e-(X;) элементарные симметрические функции 
от множества переменных X;. Поскольку 


Па +=] LE (1 + хи), 
=90 Хх; ЕД; 


[=1 
TO 
(1) 2 (ео Se 2. Cr, (Хо)... @r, (Хь), 
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где сумма берется по всем векторам Г == (т, ..., fe) = МН, 
таким, что г; < mi при BceXi H У. г, = т. 

Каждому такому вектору г соответствует разбиение A, оп- 

a г e 

ределяемое формулой A;==pitrj-1 (I<i<k-+1). Очевид: 
но, что А — и есть вертикальная т-полоса, и обратно, все раз- 
биения A, такие, что А — и есть вертикальная m-nonoca, по- 
лучаются таким образом. 


Каждое г, (Х) в правой части (1) равно Pry) (Kis t) 


в силу (2.7), значит, в силу (2.1) оно может быть записано 
в виде суммы по симметрической группе 5», действующей на 


множестве Х;. Преобразованная таким образом формула (1) 
принимает вид 


(2) Cm (X15 ae ty = 2. CuO Opes (rir se ay Xn3 2, 


где сумма берется по всем разбиениям ^ > ц, таким, что 
^ — в есть вертикальная т-полоса, 


— #х 
у А. -Ии ^„-и | x; j 


А, i<j 1 
wes, By = by 


R 
С), и (1 — I] Ur, (1) бт. (t). 


Если теперь умножить обе части (2) на многочлен 
Py (*1, ..., Хи; #), заданный с помощью (2.2), то мы получим 


Рьет = > Ca, | i R;, 


откуда следует, что коэффициент при Py, в произведении Pyem 
есть | 


fram O= 0, Oe, „0“, 
а это легко приводится к требуемому виду. № 
Сравнивая (3.2) с (4.6) гл. II, мы видим, что 


(3.3) GR т) (0) = gh OMB) т) (9-1). 


Выведем отсюда следующую структурную теорему для ал- 
гебры Холла Н (0): 


(3.4) Пусть wp: H (0) @zQ—> Ag есть О-линейное отображение, 
определяемое формулой 

$ (и) = 97° ™ P, (x; 9—1) 
Тогда tp является изоморфизмом колец. 
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Доказательство. В силу (2.7) ф является линейным изо- 
морфизмом. Поскольку Н (0} свободно порождена (как Z-au- 
reOpa) элементами ur) (гл. П, (2.3)), мы можем определить 
гомоморфизм колец’: Н (0) @ZQ-> Ag формулой $’ (иг) )== 
—4-'"-ИРе. Покажем, что 1’ =, откуда будет следо- 
вать (3.4). Для этого мы докажем, что tp’ (из) = (uy) с по- 
мощью индукции по разбиению A. Если А =0, то это оче- 
видно из определений. Предположим теперь, что AO, и 
пусть и — разбиение, получаемое из A выбрасыванием послед-. 
него столбца. Предположим, что этот последний столбец со- 


стоит из т элементов. Тогда в силу (4.6) гл. П бт) (2) = | 


v 
и Gi gmy (©) =0, за исключением случая, когда vp и 


у— ц есть вертикальная m-nonoca. Более того, если v-— 
есть вертикальная 21-полоса, то легко видеть, что v = AX. OT- 
сюда 


(1) Ut (my = и) Е pa Скит) (0) и, 
и, аналогично, 
(2) P Pm =P, + 2s Pram (q7") Pw 


где P, обозначает P,.(x;q-'!) и т. д. Если теперь применить 
к обеим частям (1) гомоморфизм 1’, вспомнить, что в силу 
(2.8) Р(т)==е„, и сравнить результат с формулой (2), при- 
няв в качестве предположения индукции, что wp’ (uy) = 
== g-"™ Py при всех у< А, то из (3.3) будет вытекать, что 
Y(t.) = "MP, = (un). № 

Замечание. Данное доказательство опирается на тождество 
(3.3), которое кажется просто счастливой случайностью. Мож- 
но дать доказательство (3.4), не опирающееся на кажущееся 
чудо: см. замечания в конце гл. У. 


Из (3.4) вытекает, что 
(3.5) GR, (0) = gt 2-9 (4-1) 


для любых трех разбиений A, р, м; значит, в силу (4.3) гл. I] 
многочлены fh, следующим образом связаны с многочленами 


Холла gh из гл. П: 
(3.6) 2-е fh (1), 
В частности, 


(3.7) (i) Если fi, (0) =0, то многочлен fr (ft) есть тожде- 
ственный нуль. 
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(ii) fA, (Q=0, за исключением случая, когда |[\|=|и|-+ 
| apvca. 

Результаты $ 4 гл. П дают явную формулу для fh, (0) 
(в виде суммы по 2А-последовательностям типа (ц’,\’; ^’)). 
Мы выпишем эту формулу только в случае v == (г): 


(3.8) Если Ари 0 = — и — горизонтальная г-полоса, то 
№ „ф=и-—д“ Та"), 
tel 


где I есть множество положительных целых чисел i, таких, 
, , , ap setae cae 

что 0; > 0,,, (так что 9, = 1 u O,,,=90), а mi(4)— кратность 

i как части разбиения i. Во всех остальных случаях }\ „(== 


= 0. 
Ввиду (3.6) это просто переписанная формула (4.11) гл. Ii. 


Замечание. Мы пришли к этому результату (которым позднее 
воспользуемся) обходным путем через алгебру Холла. Можно 
вывести (3.8) непосредственно из определения функций 
Ру (х; 2): см. [37]. 

Примеры 


Пусть А — некоторое разбиение. Тогда для всех m = 0 
А 
2. быт) (6) 


есть число элементарных подмодулей Е типа (1”) в фиксированном о-мо- 
дуле М типа А. Все эти подмедули Е лежат в цоколе $ модуля М, яв- 
ляющемся К-векторным пространством размерности { = {(A), поэтому вы- 
писанная сумма равна числу т-мерных подпространств в {-мерном век- 
торном пространстве над конечным полем из 4 элементов. что равно 


[| (9). Следовательно, из (3.3) мы получаем 


{ 
у п mr) (t)= yn (A)— т (rm — ПА | > | (:—'). 


pL 
Пусть телерь у — независимое переменное. Тогда 


(LAMP) (Жени) = Хи ну OP = 


А, ц, т 
| 1 (4) КМ) 
== >. ‘cous me aia | — ЕО = >. пр I] (1+2) 
А т a j=] 
в силу тождества примера 3 $ 2 гл. I. В частности, когда и = —1, мы 
получаем | 


(речь) (чьи) 
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и, следовательно, 
nm 
(2) ==, 
| teen 
Поэтому тождество (1) принимает вид 


КА) 
(3) I (1 ху/а — х,) = x, OTT (1 +e! 4y).Py (x; 9. 
i> : 


j=l 


4. Ортогональность 


Обобщая результаты $ 4 гл. [, мы дадим три разложения 
в ряд произведения 


Па - teil — 29). 
Первое ИЗ НИХ — ЭТО 
4.1) [Ld -tw il — жид = LO” rn) rr), 
(сумма берется no всем разбиениям A), где 
a, 9 =а,- Л 1-2)". 
_ Доказательство. Имеем | 
log П (1 — жи КТ — ху) = 2 (log (l1—tx,y;)—log (1 — ху) = 


=) ух И и" ри ри) 


р ты! mel 


и, следовательно, 


= 


Па a АИ — хуй = IT ехр (— Pig (%) Pin (y)) = 

i,j m=] 

a: : р три (ут = 200" р», (x) ps {y). Е 
meal Го "0 

Далее, 


(4.2) It (1 — te — 19) = 2 an mY) = 


= >. т, (9) 4% (9; 0, 
где сумма берется по всем разбиениям XK. 


Доказательство. Из (2.10) вытекает, что 


по — Ги #9) = 1 2..4. (8 9} 
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раскрывая произведение справа, мы видим, что оно равно 
>. Ча (х; t) т, (у). 


Результат, где х и у переставлены, получается аналогично. № 
Из (4.2) следует, что 

(4.3) Матрица перехода М (4, т) является симметрической. № 
Далее, обобщая (4.3) гл. I, мы имеем 


(4.4) _ IT (l—txy Ul — xy) = >. Ра (х; 0 Ч (и; д = 
= 25, (0 Pa (45 PAY; 9. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы перехода 
А=М (4, 9), В=М(т, 9), C=M(q, m). 


В силу (2.16) ‘матрица А-! является нижней унитреугольной, 
значит, нижней унитреугольной будет и А. Кроме того, мат- 
рица В — верхняя треугольная, поскольку 


В! = М (©, Р) МКР, $) М ($, т), 


причем M(Q, P) диагональна в силу (2.11), M(P, $) — верхняя 
унитреугольная в ст (2.6) и М (5, т) — верхняя унитреуголь- 
ная в силу (6.5) г 

Очевидно, С = ABA, причем в силу (4.3) С симметрична. 
Значит, B*A’ = АВ-\, или, что эквивалентно, А’В = В’А =р. 
Но матрица А’В является верхней треугольной, а В’А — 
нижней треугольной; значит, О -- диагональная матрица с 
теми же диагональными элементами, что у В, так что D == 
= М(Р, О), и, следовательно, Dy = by (#)-1 

Отсюда 


26 дт И = > АВ, (5 0 (8 д = 
= » by) (ei 09, (9; O= 2 Py (x; NQu(ys 0, 
так что (4.4) вытекает из (4.2). № 


Замечание. У произведения || (1 — tx,y)/(1 — ху} есть и дру- 
гие разложения. Положим по определению 


(4.5) Si, (x; В = det (9n,-i+) (x; 2) 
для всех разбиений A, так что 


(4.60  5щд=Па-кдь= Па-)% 
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в силу (2.15) и формулы (3.4”) гл. 1. Если ввести множество 
(воображаемых} переменных &; посредством формулы 


Па — мвд — xe) = Па”, 


то а, (х; #) = h-(&); следовательно, $х(х; f) == $4(Ё) в силу (3.4) 
ra; В 
Значит, из формулы (4.3} гл. I получаем 


(4.7) 
Га — ад — худ = LS. 0 5) = 2, в (9) $, Yi 0. 


Определим теперь скалярное произведение на А[Н (co 
значениями в Q(f)), потребовав, чтобы базисы (g,(x;¢f)) и 
(п) (х)) были двойственны друг другу: 


(4.8) (9. (%; 0, ть (х)) = Sy. 


Те же рассуждения, что ив 6 4 гл. I, в применении к тож- 
дествам (4.1), (4.4) и (4.7) показывают, что 


(4.9) (Pa (х; 9, Qu (x; 0) = 6, 
(4. 10) (Sy, (х; t), Sy (х)) — Ons 
(4.11) (pi. (x), Py (x)) = Z% (0) Sap. 


(4.12) Билинейная форма <u,v> на пространстве Aft] сим- 
метрична. 


При #=0 это скалярное произведение превращается в 
скалярное произведение из гл. |, поскольку P,(x;0)— 
== (),(х; 0) = s,(x). При f= 1 оно теряет смысл, поскольку 
(1) =0, и, следовательно, (©, (х; 1) = 0 для всех разбиений 
А, = 0. 


Примеры 
1, Беря в (4.4) у; = #-! при всех i> | и применяя пример 1 § 2, мы 
получим 
2 go) P, (x; 2) = ]] (1 —х;) 
так что 


>, ГР, (5; 0 =A, (x) 
{A j=n 


{ем также пример 1 § 3). 
рименяя к переменным у в (47) инволюцию ow (гл. I, § 2), мы 


получим 
7. 545 0 зу = +) + toy) 
i,j 


Возьмем теперь у; = ff-! apn всех i 21; тогда (пример 2 $ 3 гл. |. 
ЗН), 
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следовательно, 


py $ он, (7! +). 


Замечания и библиографические указания 


Тождество (4.4) эквивалентно соотношениям ортогональ- 
ности для многочленов Грина ($ 7). Приведенное доказатель- 
ство принадлежит Литтлвуду [30]. 


5. Косые НЁ-функции 


Поскольку симметрические функции P, образуют базис 
в A[f], то каждая симметрическая функция и однозначно оп- 
ределяется своими скалярными произведениями со всеми Р»: 
в самом деле, в силу (4.9) 


и = 2. (и, Ps) Qy. 


В частности, для любой пары разбиений A, и мы можем опре- 
делить симметрическую функцию @»/„ посредством 


(5.1) (бл Ри) = (9, PyuPy) = Kew ©, 
или, что эквивалентно, 
(5.2) Quin a 2. if (t) Ч. 


Поскольку i (1) == 0, за исключением случая, когда ис А 
(3.7), отсюда следует, что 


(5.3) Ол/ь == 0, за исключением случая, когда Woh, 


В силу (5.1) <Qayy, и> = (Qa, Ри» для всех симметриче- 
ских функций и. В частности, при p= 0 отсюда следует, что 
О == О». При t= 0 функция Ох,» сводится к косой 5-функ- 


ЦИИ SA/p- 
Аналогично, меняя местами функции Ри Ов (5.1), мы 
определим функцию Pry: 


(5.17) (Prins Qv) = (Py, 9,9, 


для всех разбиений v. Поскольку Q, = 5^(1)Р», отсюда сле- 
дует, что 
(5.4) Qhin == фл (В) Prams 
где бл/ и (В = 8% (В /5ь (0. 
Из (5.2) вытекает, что 


| 2. Ч; (Х; t) Р, (5; {) = 2. fly OQ, (6 t) Py (и; t) == 
= 2. Qy (5.0 Palys О Pays 0, 
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и, следовательно, в силу (4.4) 
2, Qo (% DPA D= Puy 0 T= 


ee 
—X iY, 


Отсюда получаем 


2. Омь (хз 0 Pays 0) Qu(@ д = 


- и 2 Qu (2 9] = “Tae т а 
что снова в силу (4.4) равняется 

>. (к, 2; PLY: 0. 
Следовательно, 


(5.5) Q(x, 2; д = 2. Омь (5 ВО, & 0), 


где суммирование в силу (5. 3) ведется по разбиениям пс: А. 
Аналогично 


(5.5%) P, (чо == 2. Раде ОР 10. 


Точно так же, как в § Sra. |, эти формулы позволяют 
представить симметрические функции Pam и Фи как суммы 
одночленов. Поскольку базисы (my) и (gy) двойственны по 
отношению к скалярному произведению (4.5)', то 


(5.6) | Ом» = >. (Они, Jv) ть = 2. (Qar Pudy) т... 


Далее, в силу (3.8) имеем 
(5.7) Pug, == > Pain (t) Pa, 


где сумма берется по всем разбиениям A, таким, что 0 = 
— А, — ц есть горизонтальная г-полоса, и 


(5.8) Pr (В) = ШП. (1—4 ®), 


где Гесть множество целых i >> 1, таких, что 9; > Ore (т. е е. 
б=Ри 6141 =0). 

С помощью (5.7) мы представим произведение Pygy, где п 
и “— произвольные разбиения, как линейную комбинацию 
функций P,. Пусть Т — таблица (гл. I, $ 1} формы А—ии 
веса у. Тогда задание Г равносильно заданию последователь: 
ности разбиений (A, ..., A), такой, что и = AO < А <... 
ens ONO = А и все Ame MED являются горизонтальными 
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полосами. Положим 


(5.9) фг (#) == Ц Фиги -1 (0); 

тогда 

(5.10) _ Рф (2%) Рь 
ry Г 


где суммирование ведется по всем разбиениям A > ц, таким, 
что |^—и|==|у|, а внутренняя сумма берется по всем таб- 
лицам Т формы A—p и веса \. Это прямое следствие (5.7) 
и индукции по длине разбиения у. 

Из (5.6) и (5.10) вытекает, что 


(5.11) | Оу, = 2, фт (t) x7 


(сумма берется no всем таблицам Т формы А— и), где, как 
ив (5.13) гл. 1, x7 есть одночлен, определяемый таблицей Is 


Аналогичный результат справедлив для Р»/в. Прежде всего 
если А — и = 9 есть горизонтальная полоса, то по определе- 
нию положим 


(5.8/) Prin (1) = Al (1 — 777), 


где J — множество целых [>> 1, таких, чтоб, < бу (т. е. бу == 
—=0и 6/., =1); далее, для аб инцы Т, такой же, как и выше, 
положим 


(5.9) br (2) = Пфморе-5 (9. 
Легко проверить, что 

(5.12) Pam (ИФ (2) == 6, (/by (6), 
откуда 

(5.13) = gr (фт (0 == b, (Об, ©), 


если Т имеет форму № — р. Из (5.4), (5.11} и (5.13) вытекает, 
что 


(5.11’) Phy = 2. фт (ХТ, 


где суммирование ведется по всем таблицам Т формы А — 
Кроме того, из 1 7) и (5.12) мы получаем вместо ие 7) 


формулу 
{5 Г.) 0,9; — >. Фи (2) Qa, 


где сумма берется по всем разбиениям A > р, таким, что A — и 
есть горизонтальная г-полоса, 
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Замечания. 1. В то время как косая 5-функция -5»/„ зависит 
только от разности А— и, симметрические функции Py, и 
Qiyy зависят и от A, и от p; это видно из (5.11) и (5.11'). 

2. В случае когда есть только одно переменное xX, имеем 


(5.14) Оу (x; 4) = Gam (x14), 


если ^— и есть горизонтальная полоса, и Qa (x; #) = 0 в oe: 
тальных случаях. Аналогично 


(5.14) Ра (х; £) = Фа (0 x! 8-4), 


если А — и есть горизонтальная полоса, и Р‚/в(х; #) = 0 в oc- 
тальных случаях. 

Формулы (5.14) и (5.14”) являются частными случаями 
соответственно (5.11) в (5.11%). 


Примеры 


Некоторые из формальных тождеств, приведенные в примерах § 5 
гл. [, могут быть обобщены. 


1. >. Py (x; | = И (1 — ЭГ ДТ (1 — #4!) /(1 — жа), 


где сумма берется по всем разбиениям A. 

остаточно доказать это тождество, когда x = {x1,..., Xn}, причем 
сумма слева берется по всем разбиениям длины = пл. С помощью индук“ 
ции по п достаточно, таким образом, доказать, что 


п 


1 1 — fx,y 
2, Pats 9 = l—y [aap 2 Pe. 


i=] 


Где х„+; заменено на у. Далее, в силу (5.5’) и (5.14) 


Ра» (х, у: д = У Pay (9: ОР, (д = У oy, fg! P, (x; И, 
LOA Lo~A 


где сумма берется по разбиениям pw CA, таким, что А — и —- горизонталь- 
ная полоса. С другой стороны, в силу (2.9) 


= {= tx -y 
Rice > Py (х; #) = УР, (x; £) gr (x; By’, 
= 


i=l VF 


ав силу (5.7) 
Py, (x; t) gr (x: t) 9 = У. Quy (Py (st) g BOY, 


lov 


где сумма берется по всем разбиениям и > У, таким, что и -—-\ — гори- 
зонтальная г-полоса. Таким образом, нам осталось доказать, что 


(1) У tan а - "У офи 
Ав you 


для всех разбиений п, где A—p и и—у— горизонтальные полосы, 
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Для каждого подмножества / в [1, в:| рассмотрим все разбиения А, > 
OW UVCH, такие, что 


(2) Yim == TT (1—7: ®). 


Пусть п, fh th, .... А+... — элементы из / в возрастающем по- 
пядке. Тогда легко видеть, что вклад в левую часть {1} от разбиений A, 
удовлетворяющих (2), есть 


В ИРД ИЕ а]. 
ee we ии 


н, аналогично, вклад в правую часть (1) от разбиений v, удовлетворяю- 
щих (2), есть 

aon | 2 +. = 2 ti,—1 
(1 — y) (yty ae ty )ly+y +... +9? oe 


Е 


что, очевидно, равно (3}. Значит, обе части (1} действительно равны, что 
завершает доказательство. 
При ¢ = 0 это тождество сводится к тождеству примера 4 $ 5 гл. I. 


2. 2 Ри (x; в=Па-х)" {I (1 —tx,x,)/(1— ху), 
mi i = 


где сумма берется по разбиениям Ц, все части которых четны. 
Ввиду примера | достаточно показать, что 


У Putat) У, ет (<) = У, Pate 1, 
и т = 0 A 


где сумма справа берется по всем разбиенням A. Далее, каждое разбие- 
ние А одпозначно определяет четное разбиение № путем уменьшения всех 


нечетных частей A на |, так что А, — и; =0, если i четно, и № — р; = 
=; (А) если i нечетно. Из (3.2) вытекает, что" my (Е) = | где m= 
= |A—wp], поэтому коэффициент при Py в Pyem есть 1. 


3. 2, ef) Py ix: = pan (i —14,4,)/0 = 4,2), 
где сумма берется no разбиениям V, все столбцы которых имеют четную 
длину, а m= TT inte). Ai ae} где m, = 1, (у), 
1 


Из примера | вытекает, что 
i (1 — КЕ хх) (>. 4% ) (2 f=". ©) 
= DL OP, ae: 


A. т 


поэтому, учитывая (3.2), мы видим, что коэффициент при Py (xf) (W— - 
произвольное разбиение} в т = 2х ,)/(1 —х, iX;) равен 
i<j 


ms (h) 


> ey | м | 
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Но (см. [2], теорема 3.4) внутренняя сумма есть 0, если т: (и) нечетно, н 


‚ и)-1 
равна (1—0 1—7... рые se } если тии} четно. Отсюда по- 


лучается наш результат. 

Поскольку с., (t) = by (#)/6 „2 (#2), где \/ — разбиение, определяемое 
формулой п:(у/2) = пи(\)/2 для всех р то только что доказанное тожде- 
ство можно переписать в виде 


by bun C7)! Qe й = п (1 — МиР, 
Vv i 


где суммирование вновь ведется по разбиениям ¥V, все столбцы которых 
имеют четную длину, т. е. разбиениям, в которые все части входят четное 


число раз. 


1— 1х; 1—2; =, 
4. => ota в 
l— x, | — XX, 
i i<j A 
(сумма берется по всем разбиениям A), где 
2] ; 
4. 0=] Tf a-#?4) 

Е 751 


и т; = та}. 
Из примера Зи (2.10) получаем 


i— fx, | — tx;x; С , 2) —1 
| aH (Lae ME ees ‚)- 


i : [< } Г == 0 
oe Way (4 | 
> Font “^ (x; 2) 
‚\ 


в силу (5.7’), где суммирование ведется по всем V, столбцы которых четны, 
и по всем A> V, таким, что A—V есть горизонтальная полоса, Каждое 
разбиение A определяет единственное такое %, получающееся из А выбра- 
сыванием нижнего ‚квадратика из всех столбцов нечетной длины. Если 


# f 
4—v = 0, то это означает, что 8; =1 или 8, =0 в зависимости OT того, 
7 ы f 
нечетно или четно ^;. При этом at, (v) =; (A)—8;+9,.1, и $ 


. f f 
m,(4)-0,+8 ) 
есть произведение п et ee ‚ взятое по тем if | для 


которых 8, =0и a; 41 == 1. Отсюда следует, что 8. (?)/фу, (Р) совпадает 
с многочленом 4, (1), определенным выше, 
5. Положим 


tt 
. —1 Вы. ИК 
(xy. ty д = Пи) Паб) — #4) = 
{ ==] <] 
= 2, В ный 
(пример 1}. Пусть и — дополнительное переменное; тогда формальный 


стеленной ряд ‘ 
$ (и) == УР, (tp eee Xs 8) в 
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где сумма берется по всем Ag = Ay Sw. An 0, а A= (Ay, ..., An}, 
равен 


& 2 
yy Ф (11, + ет : t) 
(i-e,)/* ’ 
г 1-м [[х; 
причем сумма берется по всем наборам & == (=, ..., En), где все & рав- 
ны +1 (т. е. эта сумма состоит из 2” слагаемых). 
Обозначим через Х множество переменных 4%, ..., Xn H для всех 


подмножеств Ё в Х обозначим через р(Е) произведение элементов Ba Е 
(в частности, р(9) = 1). 


Предположим, что разбиение А == (№, ..., An) имеет вид (му, 152, gail 
аз wt), где fl; > Mo >... > pe, > 0, a г: — положительные целые чис- 
ла, сумма которых есть п. Тогда в силу (2.2) 

(1) | 
уе ть абы 
P, (x) ae | x = У rll {1)) к, OY (Е) * il я, 
; F (x1) <! (>) 1 
где суммирование ведется по всем сюръективным отображениям }#: 


X—{i, 2, ..., ®, таким, что || = п: при lige 
Каждая такая сюръекция f определяет фильтрацию на X 


(все включения строгие} в соответствии с правилом 
хЕР, <> } (х) = г. 


Обратно, каждая такая фильтрация F длины # однозначно определяет 
сюръекцию f: Х- {1, 2, ..., &}. Из (1) вытекает, что | 


R 
(2) S(u) = Уля De? [To (Pym Fi! 


rie внешняя сумма берется по всем фильтрациям F = (Fo, ..., Fe) мно- 
жества Х (с произвольным #), а внутренняя сумма — по всем целым ро, 
и ..., Мк, таким, что йо 2 р! >> Из >>... >> Ye = 0; наконец, 


x; — tx, 
tg = ревю —%; $ 
F(X) < Ре 
где f— функция Х-—\1, 2, ..., ®}, определяемая фильтрацией F. 


Положим теперь Vi = и; — fig, (ORS R—1), Ve = pe, так что 
vo 2 0, ve 2 Ounv > 0 при 1 xis #&— 1. Тогда внутренняя сумма в (2} 


есть 
Е! 


k 
| My i р(Рри Г | | 
Ds = p (Fi) ти Тори 1—p(X)e’? 
Vor coer Ув i=l i=! 
и мы запишем это выражение в виде {1 — и)! Ag (и); значит, из {2) мы 


получаем 
(3) S(u)=(1—4)' YS ag Ag (и), 
oF 


где сумма, как и выше, берется по всем фильтрациям ¥F множества X. 
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Заметим, что 
$ (и) (1 — и) = У Py (xy, ee Жи В им. 
А 


значит, 5 (и) (1 —и)|.= равняется Ф(хь, ..., ха; f), так что 
(4) Ф (x, .--, хи; = У tg Ag (1). 
oF 


Формула (3) показывает, что S(u) есть АН функция OT u 
(с коэффициентами из кольца Q (x, ..., х,, В). Знаменатели в правой 
части {3} --это произведения множителей вида (1— p(¥)x), roe Yo X. 
Значит, можно представить S(u) как сумму простейших дробей, скажем 


(5) $ (и) = Ze : Е. —. 


Для вычисления a(Y) нужно Ри образом представить { 1—и) ТАз(и) 
как сумму а дробей для всех фильтраций 9, содержащих под- 


множество а затем результаты просуммировать. Используя (4), чита- 
тель легко проверит, что для всех УХ 
2 8 
(6) a(¥)=O(x1',..., жел; 1), 
где в = —1 или 8: = +1, если соответственно х; У или x1 ZY. По- 
скольку 
tt 
1-=,)/2 
eYy= ПП а= ПМ, 


это дает требуемое утверждение. 


6. Матрицы перехода 


Нам встречались различные базисы (целочисленные и ра- 
циональные) в кольце A [ft] СИЕ Трических функций с коэф- 
фициентами из 2[Ё, в частности ($ 4): 


(6.1) базисы (Р,} и (Q,) двойственны друг другу, 
| базисы (q,) и (m,) двойственчы друг другу, 
базисы (S,) и (s,) двойственны друг другу 
по отношению к скалярному произведению из § 4. 
В силу (2.6) матрица перехода 
K () = M (3, P) 


от $-функций s,(x) к НЕ-функциям Py(x; 7) является строго 
верхней унитреугольной. Для любых f¢, и 


(6.2) M(P (x; 0), Р(х; и)) =КО Ки); 


кроме того, К(0) — единичная матрица, а К(1}— матрица 
Костки К из 6 6 гл. I. Далее, в силу (6.3) гл. Ги (6.1), (6.2) 


М (©, 9 =М(Р, m)=(K@Q KY =K(O'K, 
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где * обозначает обращение с транспонированием. Поскольку 
($ 6 гл. Г) К* есть матрица оператора Па — Rij), из (2.15) 


следует, что 
(6.3) K(t)’ есть матрица оператора И, (1 —1tR;;)7'. 
i< 


Более того, правило (5.117) для представления P,{x; #) 
в виде суммы одночленов показывает, что 


(6.4) (KO Kin = >, Фе 


где суммирование идет по таблицам Т формы A и веса п. 

„Теперь легко вычислить таблицу матриц перехода между 
шестью базисами, перечисленными в (6.1); она показана на 
с. 165 справа (b(t) обозначает диагональную матрицу из 
элементов 0, (#)). 

Ниже приведены матрицы A(t) при п = 5. 

Матрицу К (2) при п = 6 см. на стр. 165 слева. 


ЕЕ ее | 
В В ИЕ err 
Es ie ВЕБЕ БИЯ 


15 
oe 
Polar ee ТЫ Para 
2 eee ив 
ВЕ 


Е о 

рот | ete? [ete ett? 
ys a NS | es ee 
fa (ear ee Se: eee 


Эти матрицы наводят на мысль, что все коэффициенты 
многочленов К»и({) неотрицательны. Поскольку ЖК» (1) = 
== Ки — это число таблиц формы A и веса p ((6.4) гл. I), то 
Фулкс [10] предположил, что можно поставить в соответ- 
ствие каждой такой таблице Т неотрицательное целое число 
c(T) так, чтобы 


Kay (2) — 2. г” 
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где сумма берется по всем таблицам 7 формы / и веса up. Та- 
кое правило было недавно найдено Ласку и Шютценберже 
[27] и формулируется следующим образом. — 

Мы рассматриваем слова (или последовательности) w = 
== а: ... а», в которых все а; — положительные целые числа. 
Весом слова и называется последовательность и = (ра, fo, ...}, 
где pj; есть число членов а; равных i. Предположим, что 
шеи ..., т.е. и является разбиением. Если p = (1") 
(так что & — некоторое перемешивание слова 12... п), то 
будем называть W стандартным словом. 

(i) Сначала предположим, что & — стандартное слово. 
Снабдим все элементы слова w индексами следующим обра- 
зом: индекс числа | равен 0 и, если индекс числа г равен i, 
то индекс r+ | равен { или i-+ 1 в зависимости от того, ле- 
жит оно справа или слева от г. Определим заряд c(w) слова 
#; как сумму всех его индексов. 

(ii) Пусть теперь w — произвольное слово с единственным 
ограничением, что его вес должен быть разбиением pw. Извле- 
чем из W стандартное слово следующим образом. Читая слово 
2 слева направо, выберем первое встречающееся в нем число 
|, затем первое 2, лежащее справа oT выбранного |, и т. д. 
Если на некотором шаге справа от выбранного числа $ нет 
числа $ + 1, то возвращаемся к началу слова. Эта процедура 
выделяет из слова & стандартное подслово w) длины By. Вы- 
черкнем теперь &: из и и повторим ту же процедуру для 
получения стандартного подслова и, (длины р) и т. д. (На- 
пример, если w = 32214113, то поделово w, есть 2143, состоя- 
щее из подчеркнутых символов в W: 32214113. После удаления 


w, останется 3211, так что We = 321 и из == 1.) 

Заряд слова и определяется как сумма зарядов выбран- 
ных стандартных подслов: с (и) = У. c(w;). (В примере выше 
индексы (приписываемые снизу) суть 2119493, для w 1, так что 
с(ш!) =4, 322,6 для We, так что с(12) =3, и 15 для wa, так 
что C(W3) = 0: значит, c(w) = 4 3-0 =7.) 

{iii} Наконец, если Т — таблица, то, читая ее элементы 
справа налево последовательно по строкам, начиная сверху 
(как в $ 9 гл. Г), мы получим слово w(T), и заряд c{T) таб- 
лицы Т определяется как с(&(Т)). 

Теперь можно сформулировать теорему Ласку и Шютцен- 
берже: 


46.5) (i) Имгем 
Ka (i) so 2. Ё 


где сумма берется по таблицам Т формы \ и веса и. 


LA 
— 


Ay at" SF: 339 aS 3 242 + 
iets el els 1 ЖЕ т 

УЕ РУО РОСТ ee Ч ТЫ ЕЕ СИ ИЕ ЕЕ 
а В Теа Tan TREY TET EET a 
О С И Е ПВО TT 
рат РН 

ПО ООВ М И ПЕТЬ ПОЕТ ЛЕЗЬ РЫТЬ Cay Tac ke TET LG TAY Tks TET 
pt tH ere И 
Ae SS ОЕ MOY AO MN ЧАТ Oa МТ я 
ae wea Be | ТУТ 
ЗИ НЫ В a en а 


b(t)"*K(t)'K* 


vooxadau mhndivy ‘9 
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(ii) При ^ > и многочлен Kyy(t) имеет степень п(р)— 
—п(^) и старший коэффициент 1 (если Хр, то мы уже 
знаем (2.6), что Ки (Ё) = 0). 


За доказательством (6.5) мы отсылаем к работе [47] 
(утверждение (6.5) (ii) легко следует из (6.3) (см. пример 4 
ниже) ). 


Примеры 


1. Kipp it) = №) для всех разбиений p числа п. Это вытекает из то- 
ждества у aie 
h,= "р 


Auer | Ub 
1 в |= 


(пример 1 § 3, приме ра 5 4). Можно также воспользоваться (6.5). 
2. К’, (12) (t) = 17! p, (НЯ, gy для всех разбиений А числа п, 
где Н (= [J @- # °)) — многочлен длин крюков. Это следует из 
ХЕХ 
примера 2 6 4, так как К a (an) (#)— это коэффициент при $, (x; f) в 


Quiz) (+; 2) = @, (Це, (>). 
В силу примера 14 $ 5 гл. I 


= 7 (Т) 
Ky a7) ae >, es 


где сумма берется по всем стандартным таблицам Т формы A, а СТ) 
есть сумма положительных целых {} <0 п, таких, что {| 1 лежит в таблице 
Т правее, чем f. 

3. Таблицы многочленов Ky, (Г) подсказывают следующую гипотезу: 
если наименьшая степень ?, присутствующая в Али ($), есть 12%, №}. то 
ных = a(W’, A’), 


. Пусть 8, ..., в, — стандартный базис в Z*; обозначим через Rt 
множество векторов &—е; таких, что |1 =1<]=< п. Для каждого 
вектора Ё = (&,, ..., &) = Z", такого, что >, £; == 0, положим 

Lm 
P(E t= УЕ 6, 
(Та) 


где суммирование идет по всем семействам (Ma) = pt неотрицательных 
целых чисел, таких, что Ё == > т 9. Многочлен Р(&; ©) будет ненуле- 
n=l 
вым тогда и только тогда, когда Е = > п; (2; — 8; 41}, где все Ne больше 
1 


или равны 0; в этом случае он имеет степень > Nh, и старший коэффи- 
циент |. Так как т = +... (Il isn—l), то степень P(E; #) 
равна у. (1 —~ 1) &; =, 4), где, как обычно, 6 = (n—1, n—2,.,., 1, 0}, 
а скалярное произведение стандартно. 

Далее, в силу (6.3) К (Ор есть коэффициент при 5, B 


(1 + К +R, + rae) Sy 
lqi<jaan 
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а значит, коэффициент при 444 в 


(то) 

али, что эквивалентно, коэффициент при Хх 
ite 8 та 

e(w) У pq, (448+ та) 


п (Та) 


A+6 B 


weS 
Отсюда следует, что 
(1) К (буи = г (и) P(w~'(A-+8) —(u +); 4. 


wes 
Ho 
{#71 (A +6) — (ut 8), 8) = А+, 28) -и+5 < 
(A + 4, 8) — (и - 6, 6) = 2 (р) — п (A), 


причем равенство выполняется лишь при w = 1. Поэтому главным членом 
в сумме (Г} является слагаемое, соответствующее и == 1, и, следователь- 
но, многочлен К (t), имеет степень л(и) —п(^) и старший коэффи- 
циент 1. 

5°. Из таблиц этого параграфа н $ 6 гл. I видно, что 


М (е, Р) = М(е, $) М ($, Р) = K’IK (#} 
или, иначе говоря, что 


(1) М (е, Pa = 3K Hy, Kyry- 
Vv 


ft 


С другой стороны, формула (1) из приложения к гл. Н показывает, 
что 


(2) М (е, P), = У, Я 
А 


где сумма берется по всем массивам А формы И и веса A, строго упоря- 
доченным по строкам, а функция 4(А) определена в (АТ.5) (см. прило- 
жение к гл. II). 

Сопоставляя (1) и (2), мы видим, что гипотеза Фулкса эквивалентна 
следующему комбинаторному утверждению: для любых двух разбиений 
А ип существует биекция ф между парами таблиц (Т, T’), формы кото- 
рых сопряжены, а веса равны соответственно [A BA, с одной стороны, и 
массивами формы ий и веса dh, строго упорядоченными по строкам, с дру- 
гой стороны, такая, что Aa(p{T, T’}) не зависит от Т’. В самом деле, по- 
лагая c(T) = d(p(T, T’)), мы видим, что 


Ki), = >t ck 
Уз 


где сумма берется по таблицам Т формы A и веса и. 

Было бы интересно явно построить биекцию Q. 

6°. Недавно Люстиг [13°] получил следующую теометрическую иятер- 
претацию многочленов А (t). Пусть У — некоторое я-мерное векторное 
пространство над алгебраически замкнутым полем &, Классы сопряженно- 
сти унипотентных операторов в У параметризуются разбиениями числа п: 
класс с, состоит из операторов, имеющих жордановы клетки порядков 


Ay, А», ... . Замыкание 6, есть алгебраическое многообразие (вообще го- 


168 Гл. ПП. Симметрические функции Холла — Литтлвуда 


воря, особое} размерности п (п — 1) —2п(^), причем 


ЗА 


Пусть хесис 6). Обозначим через 2 (5^) когомологические 
пучки Делиня — Горески — Макферсона многообразия бх (см., например, 
[13°1), и пусть GBC) — слой пучка * (2) в точке x, Тогда пучки J (2) 
равны 0 при нечетных i, H 

У # dim 6% ели =" К, (1) 

20 . 

Это дает другое доказательство (6.5) (1), a также Toro факта, что 
все коэффициенты многочлена Ky, (7) неотрицательны. Было бы инте- 
ресно получить геометрическую интерпретацию теоремы Ласку — Шют- 
ценберже (6.5) (i). 


7. Многочлены Грина 


Обозначим через X(t) матрицу перехода М(р,Р)} между 
произведениями степенных CyMMp, и НГ-функциями P,: 


(7.1) p= 2 ФР, (5 0 


ты: что р есть индекс строки, а А — столбца}. В силу (2.7) 

Х, (1) = [|], ион равен нулю, за исключением случая, когда 
t= lal. При Ё = 0 имеем P, (x; 0) = $, (x), так что в силу 
(7.8) гл. Г. 


(7.2) Х^ (0) = ¥% 
есть значение неприводимого характера х^ группы S, на 


элементах циклового типа о. 
Из (4.1) и (4.4) получаем 


РЯ Zp (1) "рр (x) Pp (у) = 2, b, (ВР, (х; OP, (у; 8. 


Подставляя (7.1) в это соотношение, приходим к равенству 


(7.3) Х' (0207 XH=b0, 

где Х’(Р) — транспонированная матрица к матрице X(t), a 
Ь(Р) (соответственно z(f)}— днагональная матрица с элемен- 
тами 5, (№} (соответственно 2, (t}). Эквивалентной формой 
равенства (7.3} является 


(7.4) Xb X’ =20. 
Другими словами, вынолняются соотношения ортогональности 
(7.3) | 2. zp (t)' Xo) Xb) = вв (0, 

2|=8 


(7.4’) Pa, ba (f)” | Xb (t) ХЕ = 8pa2p (0), 
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сводящиеся при # = 0 к соотношениям ортогональности для 
характеров симметрической группы Sa. 

Поскольку в силу (7.3) X(t)-' = b(t) X’(f)z(-', то 
разрешая уравнения (7.1), мы получим 


(7.5) @, (5) = Lz, 9 Хр, (9. 


Далее, поскольку М ($, P)= ме, 8)! Р), то K(t)= 
= Х (0) 'Х (f), так что 


(7.6) х0-х®кКО, 
или, более явно, используя (7.2), получаем 
(7.6’) Хи (t) = 2. ХАК (0- 


Поскольку многочлен К» „({) имеет степень п (и) — п (^) = п\(и) 
и старший коэффициент 1 (6.5), то старший член в правой 
части (7.6’) есть ХК „), (1) = (пример 1$ 6}, так что 


(7.7) Многочлен X" (7) имеет степень n(p) и старший коэффи- 
циент |1. | 

Многочлены Грина (9) определяются формулой 
(7.8) Qh (9) = 4" X68 (979. 


Через эти многочлены соотношения ортогональности (7.3’) 
и (7.4’) выражаются следующим образом: 


(7.9) ру Io) ` 9% (9) 9 (9 = ва, (9), 
(7.10) rig tn DBD GG) = Ppp 9, 
где 


ay, (9) = ql ^ НЫ, ig); Yo (4) =q7! Plz, (9-') 


(гл. П, (1.6)). 
Кроме того, (7.6’) превращается в 


(7.11) 3) = Li Xo Кл 9), 
где 
Kay (а) == 9" Ray (4-') = 49"№-- члены более высокой степени 
в силу (6.5). 
Примеры 

1. XU (1 =1 для всех разбиений р числа п. Это частный случай 
(7.7). Ее образом, ay (4) = 1. 
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2. ХМ (7), или, что эквивалентно, Qin (9) = 
= Ф; д) (9). Это следует из тождества (3) примера 1 $ 3: 
НО 
О (ir laa бы i a 
ipl j=! 
Разделим обе части на 1 — и, и пусть и-+ 1: Tak как 


ри = (П = - ~1)= Ls = =). Ри (Xx) 


nl 


TO 


ри (4) = У тм ТТ ep (x; 1 
п‘ А м; ), 
| 


JA fn 


что и дает требуемый результат. 


3, xu ) (#) = I (#— уу ПО (171 —1). gaa, что эквивалентно, 
ip) 


Qt! ") (а) = 9p o/ TI 6 1—9 Pr), Это вытекает из (7.5) с A == (1"): так 
как @ (п) (9; ix o, 7) €, (x), то 

У = 71 XY (1) py (x) = Oy (де, (8) = On @) У вр, (2), 

р 6 


ft 
так что xu )(} me By (1) @, (1), а это эквивалентно вашему утвер- 
ждению. 
4. Xin) M—a-9" у фт (1), где суммирование идет по всем 


стандартным таблицам Т формы A ($'(1} было определено в (5.9}}. 
В самом деле, в силу (7.1 


ХЦ) = (9, PI) =A N°" (9,41) = >, 9, (9, 


согласно (4.8) и (5.11). 
5. Беря в (7.5) я = t's мы получим в силу примера |162 
p 


или, через многочлены Грина, 


z~'Q* (9) =1 


для всех а А числа п. 
Me о (1) = Do, hy) (для скалярного eae из гл, I), т, & это 


значение индуцированного характера м5 (1) на элементах типа р. 


7. Пусть в — примитивный корень. а г из единицы (г > 2); по- 
смотрим, к чему приведет замена ¢ Ka ®. Пусть К, = 0 (©) есть г-е кру- 
говое поле, а ©, = Z fw]—ero кольцо целых. В силу (2.7) элементы 
P, (x; @) образуют ©-базис в кольце А®.Ю,. С другой стороны, опре- 
деление (2.12) многочленов b, (#) показывает, что b, {o), а значит, и 
Q, (x: ®) обращаются в нуль, citi m (A) Sr для ев i, т.е, если 
разбиение A имеет г или больше одинаковых частей. Обозначим через 
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fir) множество разбиений А, таких, что пи(А) < г для всех i, и пусть 
А‹„› есть ®-подмодуль в А ©70,, порожденный элементами P, (x; @) 


с АЕ... Тогда Agr) является Ю,-подалгеброй BA ©70,. 
Пусть А) = A;,, ФК, — векторное К,-пространство, свободно по- 


рожденное элементами Q, {x:@), такими, что AGF, Поскольку 


ra} 
Е. 7 
2, (@) —=2), ПИ ) обращается в нуль, если какое-нибудь р; кратно г, 
то из (7.5) вытекает, что А‹,‚› содержится в К,-алгебре В‹„, порожденной 
степенными суммами р», такими, что п не делится на г. Если теперь 
Ас. Bi-)— компоненты степени п в Ас.) и Ве» соответственно, то из ска- 
занного ясно, что 2. dim Aj,-4" есть производящая функция для раз- 
п>о0 

биений А, у которых ни одна из частей не повторяется более г— | раз, 
так что 


(1) У dim А+ и" = ПТ а+и +... +0) = 
a 0 #21 
= [TJ aaa - в), 
iS! 


a >, dim Ву, -и"— производящая функция для разбиений р, никакая 


в>0 
часть которых He делится на г, так что 


(2) У dim 8" - "= TT G—u)™ 
в20 Е 1 
50 (г) 


Из (1) и (2) вытекает, что dim Aj) = dim Bip откуда Ас’) = By: зна- 
чит, Ay, является К‚-алгеброй, и, следовательно, А‹,, есть ®,-алгебра, что 
и утверждалось. 

Скалярное произведение, определенное в $ 4, невырожденно на Ace, и 
соотношения ортогональности (7.37), (7.4’} являются теперь соотноше- 


ниями ортогональности для матрицы Хр (©), где А пробегает разбиения 


числа п, у которых ни одна из частей не повторяется г или больше раз, 
а р— разбиения числа п, не имеющие частей, кратных г. 
8. Случай ¢ = —1 представляет особый интерес. В этом случае Q, (x; 


=) = 0, если не все части разбиения A различны. Симметрические функ- 
UHH Q, (x; —1) былая введены Шуром [45] в связи с проективными пред- 


ставлениями симметрических групп. 
В силу примера 4 


: ae: 
Xi (“D2 ФС. 


где сумма берется по всем стандартным таблицам Т формы A. Из опре- 
деления (5.9) многочленов @r(t) ясно, что фг(—1} =0, если на каком-ни- 
будь шаге в диаграмме A“, образованной числами 1, 2,..., i в таблице 


Т, есть две строки одинаковой длины. Отсюда следует, что Xi) (—1) рав- 
но числу последовательностей разбиений 

0 == 249 — ADE = А = А, 
таких, что |A® —А9-0| =1 при 1 <iscn и что все части каждого из 
разбиений А? различны. В частности, Xan) (—1} = 0, если не все части 
разбиения A различны. 
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Этот результат можно переформулировать следующим образом. Если 
А = (Ay, ..., А) CA) D>... > № > 0, то сдвинутая диаграмма 5{А) раз- 
биения А получается из диаграммы этого разбиения в обычном смысле 
сдвигом {-й строки на i—1 квадратов вправо при всех {> 1. Эквива- 


лентно, S(A) есть часть диаграммы разбиения A = (А, ..., Ar | Ai—l, ... 
et (обозначение Фробениуса из $ 1 гл. Г), лежащая над диа- 
апример, сдвинутая диаграмма разбиения А == (431) есть 


В | 


гональю, 


Совинутая стандартная таблица формы А получается заполнением квадра- 
тов сдвинутой диаграммы А числами 1, 2,... так, чтобы числа строго воз- 
растали при чтении слева направо по строкам и сверху вниз по столб- 


цам. Тогда Х(,") {—1) есть число g* сдвинутых стандартных таблиц фор- 


мы A (всегда предполагается, что А! > Ag >...). 
Как и в случае обыкновенных стандартных таблиц (гл. I, § 5, при- 


мер 2), существует формула, выражающая &”“ через длины крюков. Для 
каждого квадрата х в S(A) длина крюка f(x} определяется как длива 


крюка для x в диаграмме A. Укажем длины крюков в приведенном выше 
примере: 


Тогда 
(1) “=! T] A(2), 
xe § {А 
если |A| = a. 
Формула {1} эквивалентна следующей формуле, принадлежащей Шуру 
(цит. выше): -. 


@) лм T] oat 
м LL А, 


где A! = А.!А2!.... Эквивалентность (1) и (2) вытекает из того, что чис- 
ла A(x) при x us a строки S(A) суть Act Ari, Ам... и № 
м—1,..., [с пропуском чисел Ai — М, Ai — №, .... | 

Так как числа 5 очевидно, удовлетворяют рекуррентному соотно- 
шению : 


($) 
= У gi’, 
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где AG) — разбиение, получаемое из А заменой А; на А; — 1, то доказатель- 
ство (2) сводится к проверке тождества 


Dada П Atay yay] 
АГ АА, › 
Е ыы 1 
которое можно доказать, рассматривая разложение на простейшие дроби 
функции 
Ем -П(-^,) 


9. Запишем 


(1) Hg) = 2, "tog! (д == |1 ==я), 


где коэффициенты +p! могут рассматриваться как центральные функции 


на S,. Xorta и Спрингер [19] показали, что \!* является ‘характером 
группы $„ для всех разбиений д числа п: они определили действие 5; в 
рациональных когомологиях A* (X,) многообразия Xy (гл. И, $ 3, при- 
мер) и показали, что 


$ (w) в (w) trace (ш-1, НЗ (X,)), 


где e{w) есть, как обычно, знак перестановки & == S,. 
Если 


(2) = ых 


— разложение apt? в сумму веприводимых характеров, то из (1), (2} и 


(7.11} вытекает, что и 


причем коэффициенты nD — целые числа > 0 ‘). 
Когда р == (1 п), то Om (g) — это многочлен Пуанкаре многообразия 


Хр. Если 4 есть степень простого числа, то Qh") =] Хх, (9) | — 
число Р.‹-рациональных точек многообразия Хр. 


Замечания и библиографические указания о 


Многочлены а (gq) были введены Грином [14], доказав- 
шим соотношения ортогональности (7.9), (7.10). Таблицы 
этих многочленов см. у Грина (цит. выше} для пзбиу 
Морриса [36] для п == 6, 7. 


1) Представлениям 1" и их обобшениям посвящен ряд недавних 
работ. Отметим работу Борхо и Макферсона [5°], в которой вскрыта их 
связь с пучками Делиня — Горески — Макферсона на замыканиях унипо- 
тентных классов (пример 6° $ 6). — Прим. перев. 


Глава lV 
ХАРАКТЕРЫ ГРУППЫ GL, НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ 


1. Группы Би М 


Пусть А — конечное поле из $ элементов, а Е — его алгеб- 
раическое замыкание, Пусть 


Е: xx? 


— автоморфизм Фробениуса поля k над К. Для каждого п > 1 
множество &, неподвижных точек автоморфизма F" в ЕЁ яв- 
ляется единственным расширением поля А степени п BR. © 

Обозначим через М мультипликативную группу поля Ё и 
через M, мультипликативную группу поля Ra, так что 
Миа = MF". 

Если т делит п, то норменное отображение Nya m: Ma—> Mm, 
определенное формулой | 


а—| 
Non. m (x) == "О = TT] Pte, 

$ =0 
где 4 = п/т, является сюръективным гомоморфизмом. Груп- 
пы M, и гомоморфизмы М», m образуют проективную систему. 
Пусть an 
; К = Пт М; 

— 


— HX проективный предел; это проконечная группа. Группа 
характеров группы А есть, таким образом, дискретная группа 


K=L=lim M,, 
—» 


где M,—rpytina характеров группы M,. Когда т делит п, 
группа М» вложена в Мл с помощью отображения, сопряжен- 
ного к норменному гомоморфизму М», т. 

Обе группы Ё и М (неканонически) изоморфны группе 
корней из единицы в С, порядок которых взаимно прост 
с р =char k. 

На L действует отображение Фробениуса F: Ен» Ёч. Для 
каждого п 1 пусть L, = LF?" есть группа элементов ES L, 
неподвижных относительно F", так что РЁ, = U bn ay See не 

, ae 


тогда и только тогда, когда т делит п. Каноническое отобра- 
жение М; в L является изоморфизмом M, на Ly. Отождеств- 
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ляя Мл с Ly с помощью этого изоморфизма, мы определяем 
спаривание Ly, с М»: 
(Е, X)n = & (x) 


для EGL,n xe М) (индекс п необходим, поскольку эти спа- 
ривания при различных п не согласованы: если т делит пи 
ЕЕ Гм, x S Ми, TO CE, х»» == (CE, Xm) /™). 

Наконец, обозначим через Ф множество Р-орбит в М. Ка: 
дая такая орбита имеет вид 1 cen RO ый где х9 =x, и 


многочлен 
а—1 


= @- >) 


$ =0 


лежит в &[Ё] и неприводим над А. Обратно, каждый непри- 
водимый многочлен Е Ё[ со старшим коэффициентом еди- 
ница, за исключением многочлена {, определяет таким обра- 
30M Ё-орбиту в М. Поэтому мы будем обозначать одной и той 
же буквой f и многочлен, и орбиту, состоящую из его корней 
в Rk, и обозначим также через Ф множество этих неприводи- 
мых многочленов. 


Замечание. Для каждого п SI пусть р» = (2/14) (1) (Rk) — 
группа корней n-A степени из. единицы в А; положим 


Z (1) (2) = lim в», 

rae предел берется по отношению к гомоморфизмам fn Um: 

х-> х”/т, определенным, когда т делит п ([8], $ 2). Группа 

| 2 (1) (&)=К=Ё 

есть группа характеров группы L, так что С является 2-моду- 

лем, где Z2=lim (2/12) = [[ Z, (прямое произведение по 
<—- р 


всем простым р). 
Пусть М — группа характеров группы М. Тогда 


М = Ноть (Г, 2), Ге Нота (М, 2) 


и, следовательно, М == Я (—1) (Е). 
Кроме того, 


М = (©/2) @g L=(Q/Z) (1) (®), L = (Q/Z) @g M=(Q/Z) (—1) (8). 


2. Классы сопряженности 


Обозначим через G, группу GL,z(k) обратимых п Х п-мат- 
риц над конечным полем А. Каждый элемент g © G, действует 
на векторном пространстве А”, а значит, определяет на Rk” 
структуру #[-модуля, такую, что ¢-v = во для ое= #". Бу- 
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дем обозначать этот #[й -модуль через Vg. Ясно, что два эле- 
мента 5, йе С, сопряжены в Gy, тогда и только тогда, когда 
У: и И» — изоморфные &[Й-модули. Мы можем, следователь- 
но, писать И; вместо Vg, где с — класс сопряженности элемен- 
та св С». Классы сопряженности в Gy, находятся, таким обра- 
зом, во взаимно однозначном соответствии с классами изомор- 
физма А[-модулей У, таких, что (i) ашь V=n u (ii) из 
tu = 0 следует, что v = 0. 

Поскольку А |! — целостное кольцо главных идеалов, мо- 
дуль У = И. является прямой суммой циклических модулей 
вида Aft] /(f)", где т > 1, {Е Фи (Г — идеалвЕ [1], nopox- 
денный многочленом }. Значит, У ставит в соответствие каж- 
дому } = Ф разбиение w(f)=(ui(f), в {), ...), такое, что 


(2.1) | у = D Е [pyre 


Другими словами, У определяет функцию и на Фо значе- 
ниями в разбиениях. Поскольку im, == d (f) py, (f), 
где d(f)— степень многочлена f, отсюда следует, что и должна 
удовлетворять условию 


(2.2) n= Dodie @l=a. 


Обратно, каждая функция и: Ф— (где Я — множество всех 
разбиений), удовлетворяющая (2.2), определяет посредством 
(2.1) ЕЙ -модуль У размерности п, а значит, и класс сопря- 
женности с, в С». Мы будем писать Vy вместо Ус, 


Для каждого {еФ обозначим через Vif, |-примарную 
компоненту модуля V = Vy, т. е. подмодуль, состоящий из 
всех v & V, аннулируемых некоторой степенью [. В обозначе- 
ниях (2.1). 

2 ( 
(2.3) Vine Dap. 
i 


Все Vis) являются характеристическими подмодулями в У, 
и У есть их прямая сумма. Значит, если обозначить через 
Latt(M) решетку подмодулей модуля М, а через А (М) — его 
группу автоморфизмов, то 


(2.4) Ган (И) = AY Latt (Vin), 
(2.5) Aut (И) = Al, Aut (Vip). 


Обозначим через &[‹ локализацию #[] относительно 
простого идеала (}), т. е. кольцо частных u/v, где u,v EG Rit] 
и ое*(!). Тогда [И является дискретно нормированным 
кольцом с полем вычетов ky = R(t] /(f), имеющим степень 
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d(f) над k, a Ус) — конечным #[Ё ‹р-модулем типа ве 
(2.3). Значит, в силу (1.6) гл. IL и) у 


(2.6) — | Aut (Vig) [= ay (р (91, 
где д; = card(k;) = g*?, и для каждого разбиения 4h 
а (9) = ql 1420 5, (4—1). 


Для каждого g & Gp автоморфизмы А [{]-модуля У; — это 
в точности элементы й Е Си, коммутирующие с g, т.е. Aut (Vz) 
есть централизатор © в С». Значит, в силу (2.5) и (2.6) цен- 
трализатор каждого элемента & Hc, в группе С„ имеет по- 


рядок 
(2.7) а, = TT Sy р (9,). 
= Ф 
Примеры р 
t. Для каждого многочлена } = Ф вида fem tf? — a обозна- 


чим через J(f) его «сопровождающую матрицу»: 


Ct Из 
00 Lb sa 0 
(= спать 
ODD wes A 


ay ae ae oer ag 


и для каждого целого т 2 1 положим 


PU Че Вы D 


Ут (f) = 0 J ($) lg sae 0 


где по диагонали стоит m блоков J/(f). Тогда нормальной формой элемен- 
тов класса сопряженности с, будет матрица, составленная из диагональ- 


ных блоков „(р (f) для всех { > lufe®, 


2. Иногда бывает более удобно рассматривать и: D+F как функ- 
цию на М, т. е. мы определяем W(X) для каждого х = М как разбиение 
и ({), где f есть Р-орбита элемента x (или его минимальный многочлен над 


k). Таким образом, 
iei= У dHleHi= >, в 


ф=Ф хЕМ 


н по Р=и. В этих обозначениях характеристический многочлен любого 
элемента & ес, имеет вид 


Пра TP е- яке, 
х=ЕМ 


fe? 


откуда, в частности, следует, что 


{гасе (2) = У Im(x)lx, = [] lel 
хем | хемМ 
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3. Назовем яосителем Зирр(и) функции ий: O-> FY множество тех 

fe, для которых и (Й) = 0. Пусть & &e,. Тогда 
(i) g увипотентен <=> Зирр(и) состоит из многочлена #— 1. 
(ti) 2 примарен <> Зирр (м) = {f} для некоторого fe Ф. 

(iii) g регулярен <> p(/) имеет длину <I! для всех [= Ф. 

(iv) g полупрост <=> д (Г)’ имеет длину <1 для всех f =Ф. 

(v) 2 регулярен и полупрост <= д (?)} = 0 или (1) для всех fe, 

4. Пусть №», — единственное расширение степени и поля А, и пусть а: 
k,—> k" — некоторый изоморфизм векторных пространств над #. Для каж- 
дого хе М, умножение на х определяет обратимое #-линейное отобра- 
жение &p— Rn, а значит, и элемент T{X) @’G,, а именно т(х)о = 
= a(x(a—'v}) при ие #". Так определенное отображение т: М„- С, яв- 
ляется инъективным гомоморфизмом, так что Г» = 1(M,) — это подгруппа 
Gr, изоморфная M,. При измененин изоморфизма а подгруппа T, заме- 
нится на сопряженную. Каждый элемент т(х) @ 7, полупрост, и его соб- 
ственными значениями служат 2х (0 iss n—t)}. Поэтому если мини- 
мальный многочлен элемента x есть и d = d{fx), TO класс сопряженно- 
сти элемента T(x) в С. есть ¢,, где (fx) = (1°77) и п(Р =O при 
fA fs. 

Пусть теперь v = (v;,..., Vx) — произвольное разбиение числа A. 
Тогда Ty=Ty, Х...Ж Ty, является подгруппой в Gy, X...X Gy, а 
значит, и в Ga, корректно определенной с точностью до сопряженности 
a С.. Пусть М, — нормализатор Т, и !,=М./Т. Тогда группа №, 
изоморфна централизатору элемента циклового типа V в симметрической | 
группе $». В частности, группа W, является циклической группой порядка 
п и получается переносом группы Gal{&,/k} с помошью изоморфизма а. 

Группы Г» (с точностью до сопряженности в С») — это «максималь- 
ные торы» в С». Каждый полупростой элемент в Ga лежит хотя бы в од- 
ной из этих групп. 

5. Пусть а множество орбит группы У, В Г. Тогда число 


классов сопряженности В Ga равно 


ee | АГ, | 


Мы можем отождествить Ty с My, Ж...Ж Му, а значит, элемент 
1 = Т., — с последовательностью (х!, ..., %,), где x, EM у (1 2= г). 


Для данного # определим функцию р = p(t); Ф-+ 9 следующим образом: 
для каждого {е Ф части разбиения o(f) —это числа vi/d{f) для всех i, 
таких, ато xX; является корнем {. Имеем |lp(f}ll = и, причем р(!} зависит 


только от Ш.-орбиты элемента { в Г.. Обратно, если дана функция и: - 
Ф- FY, такая, что |в| = п, то пусть у — разбиение числа л, части KOTO- 
рого есть ненулевые числа d(f)|p(f)|, где = Ф. Тогда м определяет 
единственную у-орбиту в Ty. 


$. Индуцирование с параболических подгрупн 


Пусть t=n,+ ... +, где п; — положительные целые 
числа, и пусть У® — подпространство в У =”, порожден- 
ное первыми п! + ... -Н п; базисными векторами. Обозначим 
через F флаг ыы 

| 0O= VOC VMS... CVM =. 
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Параболическая подгруппа Р элементов g = Gp, оставляю- 
щих F на месте, состоит из всех матриц вида 


Bui &12 «++ Bir 
вы 
0 0 Ber 


где в; = Gn, Ев. 
Пусть и: — центральная функция на G,, (1 {< г). Тогда 
функция и, определяемая формулой | 


и (в) = Ц и; (Sis): 


является центральной функцией на Р. Обозначим через 
Ио #2 о... ой; Центральную функцию на Gr, получаемую из 
функции и индуцированием с Р на G;: 


и... Й, = 145” (м). 


Если каждая и; есть характер G,,, TO и1®] ... ой» является 
характером группы Gp. 
Пусть разложение С„ на левые смежные классы относн- 
тельно Р имеет вид @„ =] &Р. Для любого хе С, 
: Е 


(шо... @ tt,) (x) = Du (хи) 


с учетом того, что и обращается в 0 вне Р. Далее, элемент 
txt лежит в Р тогда и только тогда, когда он оставляет на 
месте флаг F, т. е. тогда и только тогда, когда х оставляет 
на месте флаг fF, или, что эквивалентно, когда ¢tF есть флаг 


подмодулей в Е [1 -модуле У,. Если мы положим [VO = Wo 
и 
hy hyp зы hi, 
ином | 
0-й, 


то модуль ИФ/УЧП будет изоморфен У»,, (lig r). От- 
сюда получаем 

(3.1) Пусть и: — центральная функция на Gy (1151). 
Тогда значение центральной функции шо ... Cu, на классв 
с, в Gp, дается формулой 


(и со... 0 и, (¢,) = > Bu) ae air) 4, (¢,«)) see H, (си), 


180 Гл. ГУ. Характеры группы GL, над конечным полем 


где сумма берется по всем последовательностям (р, ... 
..., BOO), таким, что с.) есть класс сопряженности в 
я 


ie (132517), а gray „® — это число последовательностей 


0 = с с... с У = у, 
подмодулей в Vy, таких, что УЧ = Vo (lig <r). 


В частности, пусть л„ — характеристическая функция 
класса Cy, принимающая значение | на элементах с, HOB 
остальных точках. Тогда в силу (3.1) 


(3.2) Пи 0 ese oi >. 2. о ет. 
Кроме того, из (2.7) вытекает, что 


(3.3) Bact) eee a И би wee Я (Е в), 


где символы С справа имеют тот же смысл, что и в гл. П. 

Обозначим теперь через А„ пространство комплекснознач- 
ных центральных функций на С,„: это конечномерное комп- 
лексное векторное пространство, базисом которого служит се- 
мейство характеристических функций mM с |в|= п. Оно на- 
делено эрмитовым — произведением: 


{и, РА aT 2s u(g)v (g) 


Пусть 


А = (47) A, 
“nSo 
(с учетом того, что Go — группа из одного элемента, так что 
Ay = C). Произведение-индуцирование и оо, определенное вы- 
ше, задает в А умножение, и мы распространяем скалярное 
произведение на всё A, требуя, чтобы компоненты A, были 


взаимно ортогональны. 
Из (3.2), (3.3) и $ 2 гл. П следует, что 


(3.4) А Ри Н @zC, 


где Н есть тензорное произведение (над Z) алгебр Холла 
Но) по всем f =. В частности, А — коммутативное и 
ассоциативное градуированное кольцо с характеристической 
функцией ль группы Go в качестве единичного элемента. 
Далее, пусть Ю„с- А, есть 2-модуль, порожденный харак- 
терами группы С». Неприводимые характеры этой группы об- 
разуют ортонормированный базис в Rp, и А, = А, ®,С. По- 
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ложим 


R= @Фю,; 
п 0 


поскольку произведение-индуцирование характеров является 
характером, А есть лодкольцов Аи A=R ®2С. 


4. Характеристическое отображение 


Пусть Хр; (> 1, fe Ф) — независимые переменные над 
С. Для любой симметрической функции и обозначим через 
u(f) симметрическую функцию и(Х;) = u(X1,5, Xo, 7, ...). На- 
пример, е„(7) есть п-я элементарная симметрическая функция 


от переменных X;,, (i > 1,f фиксирован), а р, (f) = > Хе 
1 


Пусть 
B=Cle,(f): п>1, fe) 


— алгебра многочленов над С, порожденная элементами е„(]). 
Мы градуируем В, приписывая каждому Х;, ; степень 4(}), так 
что €n(f) однороден степени n-d(f). 

Для каждого рожон ^ и каждого f Е Ф положим 


P=," Py (Хн 9; ), 
©" 0, (Ха 9; ') = а, (а,) P, 


где Py и Yi — CHMME sp EBECREE функции, определенные в гл. III, 
а 4; = 95. Для каждой функции р: Ф-— Я, такой, что 
ull < со, положим 


P= ПР, (О, Ч, = Len =а,Р, 


(почти все члены в этих произведениях равны 1, поскольку 
|] конечна). Ясно, что Р, и Q, являются однородными эле- 
ментами в В степени |в|. В силу (2.7) гл. ПТ семейства 
(Р‚) и (Q,) являются С-базисами в В. Мы определим эрми- 


тово скалярное произведение на В, требуя, чтобы эти базиськ 
были двойственными, т. е. 


{.. Q,) = Gus 
для всех ци и\ч. 


Определим теперь С-линейное отображение ch: А-> В, по- 
лагая 
ch (л„) = Рь, 
где, как и выще, л, — характеристическая функция класса 
сопряженности с». Мы называем это отображение ch харак- 
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теристическим отображением, а элемент св (и) — характери- 
стикой элемента и SA. 


(4.1) Отображение ch: A>B является изометрическим изо- 
морфизмом градуированных С-алгебр. 


Доказательство. Поскольку элементы X, образуют базис 


в А, а P,— базис в В, отображение ch является линейным 
изоморфизмом, который, очевидно, совместим с градуиров- 
ками. Из (3.6) гл. [i] и (3.2) следует, что ch является гомо- 
морфизмом колец, а из (2.7) — что это изометрия. № 


В силу (4.4) гл. Ш 
2. ЧР, (x; GQ; | И — xy, (i — 9х1). 


Если заменить x; на Х; ; ® 1, gy; на [®Х; ри дна др, то это 
тождество примет вид 


2. РА 89, = Па — Xz, ;®Х,. ML — GX. :®Х,, 3. 


"Отсюда, беря в каждой части i POMBBEAEHRY по всем {+ @, мы 
получаем 


{4.2) XP, ® 0, = т Па-х 5 ©Х,. Ml — 9-Х, + ® Xy, 9. 


Возьмем теперь логарифмы: 
log (>.Р.®9,)- 
в 


== >, > (og (1 —Х, # © Xj, ) — log (1 — 9;X;, Е ® Xj, )= 
. fed i,j 


=> - > У (GF 1) XE @ Xf p 
nal fe®@ i,j 
так что 
(4.3) в (>. Б, ® @.) = Y— Y (@t?—-l) py (f) @ p, 0. 
rm в>! Ё=Ф 


На этой стадии удобно модифицировать наши обозначения 
‚для степенных сумм р„(}р. Пусть хе М, и пусть } = Ф — ми- 
нимальный многочлен x над & (или, что эквивалентно, F-op- 
‘бита элемента x ($ 1)). Положим | 


> если п кратно d=d (f), 


x 
би (x) = в противном случае, 
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так что р„(х) = Ba, причем р» (х) = 0 при x ~My. В этих обо- 
значениях (4.3) принимает вид 


#9 log( DP @O)— Y Tt > рев, (2). 


nol xaM, 
Положим теперь для каждого ESL 


| (—1)"" >, &, х„р» (х), если ES Ly, 
(4.5) ри (&) = ыы. | 
0, если EEL,. 


Поскольку р» (х} = poly), если x и у лежат Ha одной Ё-орбите 
в М, отсюда следуег, что р»(Ё) = Pa(n), если Ё и у лежат на. 
одной Е-орбите в Ё. 

Обозначим через 9 множество ЁР-орбит BL. Для каждой 
орбиты ф == @ обозначим через 4(ф) число ее элементов и для. 
каждого г >> | положим 


Pr (ф) == Dra (5), 


где Е — любой элемент из ф, a 4== d(q). Будем рассматри- 
вать р,(ф) как стеленные суммы от множества переменных. 
Y;, ‹, каждое из которых имеет степень 4(ф). С помощью фор- 
мул гл. [ мы можем теперь определить другие симметриче- 
ские функции от переменных Yi,g, в частности 5$-функцию 
5х(Ф) (по формуле (7.10) гл. I). 

Для каждой функции A: 9 -> ХФ, такой, что 


[А = os 4 (@)| 4 (Ф) | < ©, 
ПОЛОЖИМ 


$, = НИЕ $} i) (9) 


— это однородный элемент алгебры В степенн |All. 

Обозначим через $ 2-подмодуль алгебры В, порожден- 
ный элементами $,. Поскольку $-функции образуют 2-базис: 
в кольце симметрических функций, ясно, что $ замкнут отно- 
сительно умножения и что элементы S, образуют в нем Z-6a- 
зис. Значит, 5 — градуированное подкольцо в В. Из уравне-- 
ний (4.5) можно выразить р„(х} через р„(=), а именно 


Ва (x) = (—1)"7" (49° — 27 a (Е, X)n Bn (8) 


для x © М) в силу ортогональности характеров конечной груп- 
пы М». Отсюда получаем, что $ ®2С = В. 


Смысл введения этого аппарата состоит в том, что эле- 
менты S, с |^] = п окажутся характеристиками неприводи-. 
мых характеров группы С» = GLa(k),. 


184 Гл. ГУ. Хоарактеры группы СГ» над конечным полем 


В завершение этого раздела мы покажем, что элементы 
„5, образуют ортонормированный базис в $. 
Мы можем записать любой элемент и алгебры В в виде 


и= У и,Р, с коэффициентами и, С, и мы определим эле- 
мент й как )'й,Р,. В силу (4.3) гл. I 


_1 1 
18 (Ds (x) = и) Улов (Е — хи) = Y= pa (2) Pa (9) 
А ГВ п>| 
для двух множеств переменных х; и Yj, и, следовательно, 


log (2.5. ® 5.) = р > Ур» (9) ® Pu) = 


вп! фе. 


=>, У р®®Аб: 


nl feb, 


Но из (4.5) мы получаем 
р Pr) ® 7.8) = we nay & Xn (Е, Yn Pn (X) ® fin (у) = 
mig “ох Pn (x) ® Bn (x) 


в силу ортогональности характеров конечной группы М». Те- 
перь из (4.4) вытекает, что 


{4.6) 2.3, 85$ =2>Р® 09, 


Если $. = Хо Рь = 2, бы) то из (4.6) следует, что 


р tinyD,y = Suv а значит, 
FY 
2, UypTin = был. 
в 


Другими словами, (Sy, 5,) = 6», так что. 


(4.7) Элементы $, образуют ортонормированный базис в $.№ 


Пример 
Пусть и — произвольная центральная функция на С». Тогда ее значе- 
ние на элементах класса с, равно (ch {a}, О ),)- В самом деле, и (с„} = 


=а, (и, л,) = (ch (и), ch (ак) = (ch (2), Q,) в силу (2.7) и (4.1). 


5. Конструкция характеров 


Фиксируем характер 0 мультипликативной группы М 
поля R. 
(5.1) Пусть @ — конечная группа, а р: G—> @Е„(®) — моду- 
лярное представление группы С. Для каждого хе С пусть. 
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u(x) (1=<1:= п) — собственные значения преобразования 
р(х). Пусть {Е ЙА, ..., tp]°* — симметрический многочлен. 
Тогда функция | 

y: хн> f (0 (м, (х)), ..., O(a, (х))) 


есть характер группы С, т. е. целочисленная линейная комби- 
нация характеров комплексных представлений этой группы. 


Доказательство отложим до приложения. Мы применим 
(5.1) в случае, когда @ = Ga, о — тождественное отображение, 
а { есть г-я элементарная симметрическая функция ef (OS 
< г= п). Предположим также, что характер 60: M—>C* 
инЪъективен, т. е. является изоморфизмом М на группу корней 
из единицы в С порядка, взаимно простого с р = char &. Тогда 
(5.1) утверждает, что функция 


Xr: g > €- (9 (хи), мн. 0 (х„)), 


где x; k— собственные значения элемента & & Gy, является 
(комплексным) характером группы Gp. 
Далее, характеристический многочлен д есть (пример 2 


§ 2) 
LT pr?! = Пе xo, 


fe 


где uw: Ф—> 3 — фувкция CO значениями в разбиениях, опре- 
деляемая элементом 5. 


Для каждого {Е Ф, скажем [= Пе —y;), мы будем пи- 


сать р x 
F={la+¢2) и of)=I10+0y)9. 


Тогда, поскольку 


Dew (@) = IT (1 + 8 (x2) 0), 


TO 
5.2 } = 45 OU)". 
(5.2) Li x%(g)t Ad (Г) 

Нам нужно вычислить характеристику х,. Так как 


1 2. Х, (с,) My 


где Х, (E,) — значение характера y, на элементах класса С,, 
то из (5.2) вытекает, что 


в 


(5.3) ХВ =>, реф" Pa 


f= 


где сумма берется по всем и: D> ХФ, таким, что |= п. 
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Далее, в силу примера 1 $ 3 гл. Ш 
dig "РЯ =m (9), 


и, следовательно, 


{5.4 Р.(В=В 
(5.4) adm РА = hen (В 
для всех {= Ф. Отсюда вытекает, что сумма в правой части 


(5.3} равна 
py оф" Йа) (f), 


где суммирование ведется по всем а: Ф->М, таким, что 
У\а({!е(=п: значит, она равна коэффициенту при и” в 
р 


HG w= IT Ца-6ф) x, wey. 
fe@D ipl 
‘Takum образом, 


(5.5) Характеристика ch(yr) равна коэффициенту при tu" 
в H(t, u). | 
Чтобы привести Н(Ьи) к удобному виду, вычислим его 
‚логарифм: | 
log H(t, и = У У log(l—o(f) Х, uth) = 


Fe®d ipl 


YY, OY Pm (fee. 


mol fe®D 


| 


Если теперь х — произвольный корень многочлена f, то 
а—1 
9й=Па-+е( 4), 


где 4 = d(f), и, следовательно (так как Р4х = x), 


md— | 
вф"= П d+ a(x). 
“Takum образом, a 
loght w=) + У pale) [а+ю»). 


mpl xem, i= 


Далее, элементы Fi (0<1:= т—1), действующие на 
&m,— это элементы группы Галуа gm = Gal(Rm/k). Поэтому 
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внутренняя сумма выше может быть переписана как 


У fms) ПИ ав = Yt! >» pao Це = 
х= М» = 1 т x=eM,, yeil 


=(—1)" 2 Ein Ons 2 


— 
в силу (4.5), где Om,; есть характер х--> Пе (ух) группы 
у = 


М», отождествленный со своим образом в Lm. Значит, 


ит „т 
6.6) logit, y= У SE PS bn On, 2). 


ma! i$, 


Групца 4» действует на множестве всех свойх подмно- 
жеств / умножением. Если стабилизатор подмножества / три- 
виален, то мы будем говорить, что / примитивно, а пара (т, Г) 
есть индекс. В этом случае все сдвиги y/ (уеЕбз»т) различны, 
поэтому Ё-орбита характера 6m,; состоит из т элементов. 
Если / не примитивно, то стабилизатор { в $» есть нетри- 
виальная подгруппа } В gm, порожденная, скажем, элементом 
Fs, где $ делит т. Поскольку / выдерживает умножение на 
элементы из §, оно есть объединение некоторых смежных 
классов по В В gm, скажем {== М, где J = {/ может pac- 
сматриваться как подмножество в 9/9 = gs = @а|(А;/Ё). Bo- 
лее того, по построению 7— примитивное подмножество 
В gs, T. е. пара (s,/) есть индекс, причем ясно, что On 7 = 
= 6; ‚° №», ;, где Ми, :: М» -— М; — норменное отображение 
($ 1), так что 9, ги 0;,, определяют один и тот же элемент 
в L. Так как (5$, Л)есть индекс, то Р-орбита ф;, ‚ характера. 
9; / в L состоит из $ элементов, и, следовательно, ри (д, 1) =. | 
= рту; (фз, /). 

Таким образом, формула (5.6) превращается в 


г 17-1 
bg Hit = У У ры. de wy, 


(5$. Л) aml 


где сумма берется по всем индексам (s,/), причем два ин-. 
декса (5,/) и (s,/’) считаются одинаковыми, если J’ есть 
сдвиг J, т. е. если Qs,, = фз, /.. Но в силу (2.10’) гл. I внут- 
ренняя сумма выше равна 


Е: т 
log > em (as, 7) (и), 
m0 
поэтому мы доказали 


(5.7) Для всех целых г, п, таких, что 0 < г = п, коэффициент 


при tu" в ды 
Н (, = Ih (2,em (5, и) ) 
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есть характеристика некоторого характера группы С». № 
Мы воспользуемся (5.7} для доказательства 


(5.8) Пусть ф есть Е-орбита в L, а=4() u n=O. Тогда 
е„(ф) является характеристикой некоторого характера epyn- 
пы (Fan: 


Доказательство. Проведем индукцию по парам (п, 4), упо- 
рядоченным лексикографически: (п, а) < (п’, 4’), если либо 
n<in’, либо п=и’ и а< 4’. Результат верен при п == 
== d= 1, поскольку в этом случае ф = {2}, где EG Ly есть 
характер группы С; = Мьи 


е, (&) = р (&) = 2 & (x) р: (x) = ch (&) 


{так как сй(л».)==р:(х) при хе Сь, где л, — характеристи- 
ческая функция подмножества {х}). 

Обозначим через х„,а коэффициент при fu"? в Ни). 
В силу (5.7) ya,¢ есть характеристика некоторого характера 


группы Спа, и | 
kn, 4 р IT “a в, п (Ф.. ys 


о {s, J) 


где суммирование идет ло всем М-значным функциям UV на 
множестве индексов, таким, что 


У Wiles, Л=п, ¥ sols, Л==па. 
(5, J} 0 


Для всех встречающихся в этом разложении индексов ($, J) 
имеем 9(5,/) п и $=<а при 5(5,Л) =п, так что 
(© (5, Г), 5) = (п,4), причем равенство достигается тогда 
и только тогда, когда о(5, 7} = п (так что |1| = 1) и $ = 4. 
Значит, х„,а имеет «старший член» е„(фа,{1}}, где | — тожде- 
ственный элемент в ga, а Фа есть Е-орбита характера 
9|М.. Можно теперь выбрать 0 так, что 09| Ма = ф, и тогда 
мы получим 
Xn, а =, (Ф) + ...› 

где невыписанные члены есть произведения двух или более 
элементов е, являющихся в силу предположения индукции ха- 
рактеристиками некоторых характеров групп Сна’, где 
(п’, 4’) < (п,4). Значит, е„(ф) есть характеристика некото- 
рого характера группы Gra. № 


$. Неприводимые характеры 


Мы можем теперь очень быстро получить все неприводи- 
мые характеры групп G, = GL,(k)}. Поскольку $-функции 
5 — это многочлены от элементов е с целыми коэффициен- 
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тами, из (5.8) вытекает, что все S,(p), а значит, и все $, 
являются характеристиками характеров y* групп G, (где 
п = |All). 

В силу (4.1) и (4.7) (0, =», следовательно, все x’, 
такие, что |[All == и, являются с точностью до знака неприво- 
димыми характерами группы G,. Более того, ранг свобод- 
ного 2-модуля Rp, порожденного неприводимыми характе- 
рами Gn, равен числу классов сопряженности в С», т, е. 


числу функций и: Ф-— Y, таких, что || = п. Так как груп- 
пы С и М изоморфны, это есть также число функций 
^: @—Ф, таких, что |All = п, и, следовательно, характеры 


Х^ образуют ортонормированный базис в Ry». Таким образом, 
характеры ky исчерпывают все неприводимые харак- 
теры Gp. 

Осталось решить вопрос знака; мы сделаем это, вычислив 
степень 4,—=y*(1,) характера y'. 

Обозначим через XY} значение характера y* на элементах 
класса Cy. Тогда | 


где сумма берется по всем и: Ф-— Я, таким, что |p|! == |All, 
и, следовательно, 


(6.1) $, = GP 


а это показывает, что 5х2 =(5,, 9,) и, значит, в силу (4.7), 
что 


(6.2) 9, = 2 %5,. 


Предположим теперь, что с, есть класс единичного эле- 
мента !„ = О„, и обозначим через f; многочлен #—1. Тогда 
и (р) == (1%) ив (f) = 0 при } == fi. Значит, 


Q, = От) (|) = 9790, (4—1) Рем) (Х,; 97!) =, (Фе, (1) 
в силу (2.8) гл. III, где 
ha (9) = 2, (7 — 1. 
Поэтому из (6.2) мы получаем, что 


(6.3) br (9) en (1) = a, 4,5). 


Пусть теперь 6: В-> С — гомоморфизм С-алгебр, опре- 
деляемый формулой 


0, 
(6.4) Sa Gl (—1)" 1g — 2D, 


4 


если x 5¢ I, 
если x= 1, 
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Из (4.6) и (4.4) вытекает, что 
log (2.885 $.) = lant 2 (254, 
a 


у’ - a(t) tog TT +X „), 


п 


>, én (|) = 2, 6 (53%) Si, 
nO 3 


и, следовательно, 


так что _ 

enlfi)= 2. (Si) Ss 
Сравнивая эту формулу с (6.3), мы видим, что 
(6.5) d, =p, (9)6 ($, ). 


Для нахождения числа 6(S,) заметим, что в силу (6.4) 
и определения (4.5) элементов Р„(&) мы имеем 6(р„(Ё)) == 
== (4"—1)-! при Да, значит, 


8 (р, (®)) = (4"— 1)" = 2. a 


для всех фе, где gg = 94%, Другими словами, 6(р„(Ф)) 
есть п-я степенная сумма от чисел 45’ (¢ 2 1), откуда в силу 


примера 2 § 3 гл. [мы получаем 
5 (3%. (60) = 3 (Go Ч.) EL (Lash, 
где в (х) — длина крюка квадрата x = A. Поскольку 


в) = 1 в) +") 


{пример 2$ IL гл. Г}, то 
(6.6) 6 (5, (@)) = 93H, (4) 
где В 
A (95) = i (9 м 1). 
Из (6.5) и (6.6) мы получаем 
(6.7) d, a (9) п Че “ен i, {Ф) (9), 
что, очевидно, положительно. Значит, неприводимым харак- 
тером G, является 5^, а не — 5. Резюмируем: 


(6.8) Неприводимые характеры группы @, = GL»(k)— это 
финкции x, определяемые формулой ch{x*)==S,, где 4: @-— 
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—Я и В =. Степень 4, характера y+ дается формулой 
(6.7), а таблица характеров группы Си есть матрица перехода 


между базисами (S,) и (P,). 
Примеры 


1, Пусть у = (v1, ..., Ve) — разбиение чясла п, и пусть 9, — харак- 
тер «максимального тора» Г.(пример 4 § 2). Если отождествить Г. с My, > ore 


2 ХМ, то 9, можно отождествить с (Ei, ... 8), где РЁ, 


. 
{Il <iscr). Тогда Il By, (E;) есть характеристика (вообще говоря, при- 
inl 


вводимого) характера В (8,) He eed С,, который зависит только от F-op- 
бит ф: элементов &, т. е. В {6.,) зависит только от у-орбиты элемента Oy 


в группе характеров Г.. Различные характеры В (0), гдеб = U mn Fal 
Vv 


попарно ортогональны в Arn; а так как в силу примера 5 $ 2 их ровно 
столько же, столько классов сопряженности в С», TO они обра- 
зуют ортогональный базис в пространстве A, центральных функций на 
„. Грин [14] называет характеры B(0) основными характерами. В (By) 
неприводим тогда н только тогда, когда 4($:;) =v (il si<r), т, е. 
тогда и только тогда, когда By — регулярный характер тора Ty (т. е. его 
стабилизатор в Wy ee ay 
Значение характера В (9.,) на унипотентном элементе типа А равно 


(пример 1 $ 4) ( By, (=; Q, (п), roe fr =#—1. В силу (4.5) это 
равно 


(—1)2 Om) Op, (в), & Fy = (— Fak (9), 


где Qh (9) — многочлен Грина ($ 7 ra. II). 


Кроме того, характер В (8, обращается в нуль на регулярных полу- 
простых классах, не пересекающихся с тором Г... 

2, Как и в примере 2 $ 2, иногда бывает более удобно рассматривать 
^: @-- YF как функцию ва L, т. е. мы определяем A(E) при & == Г. как раз- 
биение ^($), где ф есть Ё-орбита элемента & В этих обозначениях поло- 


ЖИМ 

A(h) = II gla е= Г. 

= РГ. 

Пусть а = k* = M,. Тогда 
(*) X* (а. 11} == (А (2). а) x (11). 
Это может быть показано методом, использованным в тексте для вычис- 
ления ¥* (ln), с помощью гомоморфизма 6: В-> С, определяемого по- 
средством 62{f,(x)) = (—1}"-1(9" —1) при х=аи д4.(5.(х)) =0 при 
x a, Тогда x* (a-1n) =p, (4) 8. (S,), причем действие 6. состоит в за- 
мене ф-переменных И; . на (5, а)д "ду 1, где &Еф и d=—d(). Отсюда 


легко вытекает формула (*). 
3. Пусть Un— множество унипотентных элементов в Gp, Тогда для 


любого неприводимого характера y* группы Gy 


~ у* (a) Sees (—1)2) qh (My (nx) 
н = Uy 


где a (А) = и)! | (g)| и М0) =n (1-12 4 (9) (nO (9))— 6. (@)’)). 
Ф ? 
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Пусть в, == У. х^(и). Тогда 


veU, 


a= 1Gal Fy 04)" Sy Qh) 


где | = 2—1, значит, в силу (5.4) 
| е, = | @ и | {З» Aa (h)) 


д” и, (а) hn (1) = 2. 2$: 
Raina `` 


так что 


Пусть в: В С — гомоморфизм С-алгебр, определяемый формулами 
#(р»(1)) = (4"— 1)-', =(р,(х}} = 0 при х =]. Тогда так же, как в 0С- 
новном тексте, мы видим, что 


п, (п) = У, =($,) $», 
allan | 
так чтое, == g” Get} В, (а) 2 (5,), причем = (5,) можно вычислить таким же 
образом, как 6(S,) в тексте. 
4. Пусть ф- нетривиальный аддитивный характер поля Rk, а у — 
неприводимый характер Gz. Мы вычислим 


= x" (11) >, ф (trace g) x” (8). 
EEC, 


(см. [24], [34]). Для этого введем следующие обозначения: если x & Rp, 
то положим tp, (%) = rp (tracey у (x) ), а для EEL, положим 


ти (#) == (1) У (Е xn thn (2). 


х=М, 


При f =@® обозначим через $ (7) число фа(х}, где 4 = d(f), a х- корень 
многочлена f. При фе положим т($) = та(Ё), где 9 =9($) и Ee. 


Если &=с,, то trace (2) = > | (<) 1х (пример 2 § 2), откуда 


xeM 


4 (trace g) = Il ф (pie! 
fj=D 


(обозначим это число через \ф,). Имеем 


Ж (11), = | Gp ? py а, xb, 


pln 


и, так как x= (5), 9), отсюда следует, что 
(1) УР =, (1) S,- 
и x , 


Определим теперь гомоморфизм С-алгебр e: В-=С, полагая 2 (Х a = 
—=4$(7 4; для всех fe@ nip 1. Тогда из примера 1 $ 2 гл. ПЕ сле- 
дует, что = (Q,) = th, а значит, из (1) и (4.6) мы получаем 


(2) ПХ = (5,) = | Gy, № Хх (1p) By 
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Для всех хе М. mp имеем г(р.(х)) = ф,(х}/(9"— 1), a следова- 
тельно, 


п-| 
би (= Е), a ba (2) т В" 


xeM,, 


при eel, Далее, тождество Хассе — Давенпорта {cm., например, [54]) 
утверждает, что = Tra (S) == т,(5)° при всех 4 > 1; значит, е (p, ($)) = 
=f (p)"/(48 — 1), где Ip=g™, так что действие гомоморфизма @ со- 


стоит в замене ф-переменных 7; ‹ нат (Ф) ic Следовательно, 


(3) e(S,)= PT] tip? 9.6 ($,), 


ws) 
где 6 — гомоморфизм, определенный в (6.4). Из (2}, (3) и (6.5) мы полу- 


чаем 
ges 


5. (a)* В этом примере мы вычислим сумму размерностей всех непри- 
водимых представлений группы С». Поскольку 4, =, (4) 6 (5, }, нам нужно 


ВЫЧИСЛИТЬ. > 5(5,} Для этого мы вычиелим сумму ряда $ = 
НА |= 
= 5 (Ss yal где { — независимое переменное, а затем выделим коэф- 


aes при 2. 
Имеем 


$=1У.8(5 (g)) &^14 9, 
Ф A 


и, поскольку гомоморфизм 6 заменяет переменные 7}, 518 I : (i > 1), 
то из примера 4 $ 5 гл. I вытекает, что 


8 (5х (Ф)) hla) — [a- (14-199) TT (1 — (29-7-9971 
2.8 (5 (®)) | 


i<j 


а значит, IFO 


(1) ю$=>, >. (2 log (1 — (14-9) + x, log (1 — (gio), 


При т > 1 обозначим через dm число орбит ф мощности d(~) = т; рас- 
сматривая действие отображения F на группе Ё», мы получим, что 


(2) ат—1= У. ray. 


rim 


Мы можем теперь переписать (1) как 


юз = а "(У у Lig" У (а a). 


mpl isi г: i<j r>} 


-У >= am aie a ye un, 


moi rol tl 
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что в силу (2) равно 


М 2Ng —2iN г 
a (+ +) ; Fe — J aloe 978+ D tog (i = Pa) 2 


N>1 121 im} 


Отсюда вытекает, что 


рт 
ме. 2, (1-99... 1-9”) 


(пример 4 $ 2 гл. 1). Выделяя коэффициент при и умножая его на 
alg), мы получим 


2. 4, == (9—1) 9? (@ — 1 9* (48—10... 
[А Н=я 


(всего п сомножителей}. Это число равно также числу симметрических мат- 
рип в G,, или, что эквивалентно, числу HEPA DOAERN NS симметрических 
билинейных форм на R?, 

(b}° Аналогичное рассуждение показывает, что 


У. = (a — 1 9? (9? =F az 6 


где сумма слева берется по всем ц, таким, что |и|] = 27 и разбиение 
u(p)’ четно для всех ф. Это число равно также числу невырожденных 
кососимметрических билинейных форм на А?”. 

В действительности имеет место равенство 


> xt = шас?" (1), 


где сумма берется по тем же и, что и выше, а Cp = Spon(k) — симплектн- 
ческая подгруппа в Gop. 

6°. Обозначим через №, подгруппу < верхних треуголь- 
ных матриц в Gr. Для каждого набора b = ({51,..., 6,) целых положитель- 
ных чисел, дающих в сумме п, определим характер tp, группы Nex форму- 
nok thy ((2;;)) = (> Ay; иг где р — фиксированный нетривиальный ад- 
дитивный характер поля & а сумма берется по индексам f, отличным OT 
by, Oy + bg ..., By +...4-0--). Тогда кратность вхождения неприводи- 


мого характера х^ в индуцированный характер indy" (фь} papa 
K +? 
>. iH, 1 {<}, а ($) 


где сумма берется по функциям а: 9-> (2+)', таким, что >) 4 (Ф) а ($) = 


Ф 
== 6, а через at обозначено разбиение, получающееся перестановкой ко- 


» р 
ординат вектора а. (Доказательство см. [22°].) В частности, indy” (Фи) = 


= рэ х’,где сумма берется по таким V, что при всех. ф разбиение у(ф) со- 


“стоит из единственной’ строки (этот результат принадлежит И. М. Гель- 
фанду и М И. Граеву). 
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Замечания и библиографические указания 


Результат примера 4 принадлежит Кондо [24], а резуль- 
тат примера 5~- Клячко [27°], [28°] (для нечетных д утверж- 
дение 5(а) также доказано в [34*]}. Результат примера 6 
принадлежит Зелевинскому [22°]. 


ПРИЛОЖЕНИЕ: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (5.1) 


Поскольку [— многочлен от элементарных симметриче- 
ских функций е,‚„, предложение достаточно доказать для 
р=е, (1 “г= и). Заменяя представление р его внешними 
степенями, мы можем считать, что [= е = 5+... НЫ. 

(1) Предположим сначала, что & =|С| взаимно просто 
с р =char(k). Тогда д то4 в есть обратимый элемент кольца 
Z/(g), значит, © делит g’—1, где г==ф(5} (функция Эй- 
лера). Поскольку и;(х) =1 для всех x@G и 1<1= 1, 
отсюда следует, что все собственные значения и;(х) лежат 
в М,, значит, роль играет только ограничение 9 на М,. По- 
скольку М, — циклическая группа, достаточно доказать пред- 
ложение для какой-нибудь образующей OQ) группы M,, так 


как тогда, скажем, 0| М, =6, и мы можем применить наше 
‚ предложение (по предположению доказанное для Oo) к сим- 
метрической функции f[ (tH, ..., &). 

Пусть о — кольцо целых кругового поля, порожденного 
корнями из единицы в С. степени 4’ — 1, и пусть $ — простой 
идеал в 9, содержащий р. Тогда о/} =А,, и р есть редукция 
оу некоторого представления o группы С с коэффициен- 
тами в о. Пусть U—rpynna корней из единицы степени 
9—1 вв. Редукция под} определяет изоморфизм И на М,, 
и мы возьмем в качестве 65: М, > И обратный изоморфизм. 
Если v;{x)— собственные значения преобразования ©(х) 
(1<:= п), то каждое 9:(х) есть комплексный корень сте- 
нени & из единицы, а значит, лежит в U и его редукция 
mody есть u;(x) (при подходящей нумерации 9:(х}). Отсюда 
вытекает, что x(x) = >, 6 (и; (х)} = > 0, (x) является сле- 
дом o{x). | 

(2) Пусть теперь С — произвольная конечная группа. 
В силу знаменитой теоремы Брауэра (см., например, Huppert, 
Endliche Gruppen I, р. 586') предложение (5.1) достаточно 
доказать в случае, когда С — элементарная группа, т. е. 
прямое произведение циклической группы <x> и некоторой 
[-группы, где { — простое число, не делящее порядок эле- 
мента x. Тогда С есть прямое произведение р-группы Р 


| ') См. также Ж.-П. Серр. Линейные представления конечных групп. — 
М.: Мир, 1970, с. 74. — Нрим. перев. 
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и группы Н порядка, взаимно простого с р. Если y& P, то 
собственные значения матрицы о(у)— это корни из единицы 
в А, показатель которых является степенью р, значит, все они 
равны 1, а так как у коммутирует с каждым хе Л, то мат- 
рицы p(x) и p(y) одновременно приводятся к треугольному 
виду; следовательно, собственные значения для ху те же, 
что и для x, откуда х(ху) = х(х). Но в силу первой части 
доказательства ограничение х|Н есть характер группы Н, 
значит, ух — характер группы С. 


Замечания и библиографические указания 


Наше изложение теории характеров группы СЁ„(Е) сле- 
дует работе Грина [14] во всех существенных пунктах. Дру- 
roe изложение, более ориентированное на структурную тео- 
рию редуктивных алгебраических групп, см. [50]'). 


1} Другой подход к характерам групп СЁ„(#), основанный за теории 
алгебр Хопфа, развит в работах [22°], [18°]. — Прим. перев. 


Глава У 


КОЛЬЦО ГЕККЕ ГРУППЫ СЁ, 
НАД ЛОКАЛЬНЫМ ПОЛЕМ 


1. Локальные поля 


Пусть Е — локально компактное топологическое поле. Мы 
будем предполагать, что топология поля Ё не дискретна, по- 
скольку совершенно произвольное поле становится локально 
компактным, будучи наделенным дискретной топологией. Не- 
дискретное локально компактное поле называется локальным. 

Каждое локальное поле Ё снабжено каноническим абсо- 
лютным значением, которое можно определить следующим 
образом. Пусть dx — мера Хаара аддитивной группы поля F. 
Тогда при a&F, а=20, абсолютное значение |a| опреде- 
ляется посредством равенства 4(ах) == |а| ах. Эквивалентным 
образом, для любого измеримого множества Ё в Е мера MHO- 
жества aE отличается от меры Ё множителем |а|. Завершая 
определение, мы полагаем |0|= 0. Тогда можно показать, 
что |а-+5|=<|а|--|5| для всех a, фе=Ё и что функция 
расстояния 4(а,6) =|а— 65| определяет исходную тополо- 
ГИЮ В А. | 

Теперь имеются две возможности, Если абсолютное значе- 
ние ial удовлетворяет аксиоме Архимеда, To F связно 
и можно показать, что оно изоморфно либо К, либо С; это 
архимебовы локальные поля. Другая возможность состоит 
в том, что абсолютное значение |а| неархимедово; в этом 
случае F вполне несвязно (единственными связными подмно- 
жествами в Ё являются точки): это неархимедовы локаль- 
ные поля. 

Классификация неархимедовых локальных полей описы- 
вается просто. Если F имеет характеристику 0, то это конеч- 
ное алгебраическое расширение поля ©, р-адических чисел 
для некоторого простого р. Если F имеет характеристику 
>0, то оно является полем формальных степенных рядов OT 
одного переменного над конечным полем. 

Всюду в дальнейшем F будет неархимедовым локальным 
полем. Положим 9 == {@EF: |а|<1} из = {а= ЕЁ: |а|< 
< 1}. Тогда о и ) являются компактными открытыми под- 
множествами в F; более того, о есть подколецо в F, a y— 
идеал в 6. Кольцо о называется кольцом целых поля F; это 
полное дискретно нормированное кольцо, причем F является 
его полем частных. Идеал у максимален в 9, а поле # = 0/p 
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конечно (так как оно одновременно компактно и дискретно). 
Пусть 4 обозначает число элементов поля К, а л — образую- 
щая идеала у. Имеем |x|] = 91; значит, абсолютное значение 
|а| любого элемента а 52 0 в F есть степень (положительная 
или отрицательная) числа 4. Нормализованное нормирование 
о: Е*-— Z определяется формулой 


о (<) = п <> += un", 


где и — обратимый элемент во (т.е. |u| = 1). 


2. Кольцо Гекке НЯ (С, К) 


Пусть Р— неархимедово локальное поле, и пусть С = 
= С[„(Р)— группа всех обратимых ПХ п-матриц над FP. 
Пусть также 


Gt = ССПМ, (5) 


— подполугруппа в С, состоящая из матриц хе С с элемен- 
тами ху & 9, и пусть 


К = GL, (9) =6*1(6*)`, 


так что К состоит из всех хе С с элементами Xi; EO, та- 
ких, что det(x) есть обратимый элемент в о. 

Можно рассматривать С как открытое подмножество 
в пространстве матриц М, (Е)=Р", откуда С наследует 
топологию, в которой она является локально компактной то- 
пологической группой. Поскольку о компактно и открыто в Р, 
то G+ компактно и открыто в С, а К является компактной 
открытой подгруппой в С. 

Мера Хаара в С задается формулой 


ах = (II 4х) й |detx |" 


и является левоинвариантной и правоинвариантной. В част- 
ности, dx == dx', где х' — матрица, транспонированная к X. 
В дальнейшем через dx будем обозначать единственную 
меру Хаара на С, для которой мера К равна 1. 
_ Далее, обозначим через L(G, K) (соответственно 
L(G+,K)) пространство непрерывных комплекснозначных 
функций с компактным носителем на С (соответственно на 
Gt), биинвариантных относительно К, т. е. ` таких, ‘что 
f(kixko) = f(x) для всех хе=С (соответственно G+) и №, 
ko K, Мы можем и будем рассматривать L(Gt, К) как под- 
пространство в L(G, К). ^ ee! 
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Определим умножение в L(G,K) следующим образом: 
при f, g = L(G, К) 


(Fegd(—\ Fee ew) dy 


G 


(поскольку f H g имеют компактный носитель, то интегриро- 
вание идет по компактному множеству). Это произведение 
ассоциативно, и мы вскоре увидим, что оно коммутативно. 
Поскольку G+ замкнуто относительно умножения, из опреде- 
ления сразу вытекает, что L(G*, К) есть подкольнов L(G, К). 
Каждая функция {Е L(G, K) постоянна на всех двойных 
смежных классах КхК в С. Эти двойные смежные классы 
компактны, открыты и попарно не пересекаются. Поскольку 
носитель } компактен, отсюда следует, что она принимает не- 
нулевые значения лишь на конечном чнсле двойных классов 
КхК, а значит, может`быть записана как конечная линейная 
комбинация их характеристических функций. Следовательно, 
характеристические функции двойных классов по К в С o6- 
разуют С-базис в L(G, K)}. Характеристическая функция са- 
мой подгруппы К есть единичный элемент в L(G, K). 
Если изменить определение алгебры 2(а,К) (соответ- 
ственно (0+, K)), потребовав, чтобы функции принимали 
значения в Z вместо С, то получающееся кольцо называется 
кольцом Гекке группы С (соответственно С+) и обозначается 
через Н(С, К) (соответственно Н(С+, К)}. Очевидно, что 


(2.1) L(G, K)=H(G, К) ®2С, L(G*, К) =Н(6*, К) @zC 


Наша первая цель — показать, что кольцо Гекке H({G, К) 
тесно связано с алгеброй Холла H{o) дискретно нормирован- 
ного кольца 6. 

Рассмотрим двойной класс КхкК, где хе С. Умножая эле- 
мент х на подходящую степень л (образующей идеала p), мы 
можем перевести его внутрь С+. Теория элементарных дели- 
телей для матриц над областью главных идеалов показывает 
теперь, что, умножая х слева и справа на подходящие эле- 
менты из A, мы можем привести его к диагональному виду. 
После этого, умножая на диагональную матрицу, принадле- 
жащую А, приходим к диагональной матрице, элементы KO- 
торой есть степени л, и, наконец, сопряжение с помощью 
матрицы перестановки располагает показатели в убывающем 
порядке. Таким образом, получаем 


(2.2} Каждый двойной класс КхК обладает единственным 
: представителем вида 


п” = diag (x0, oie л^а), 
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где hy De А ... > №. При этом 1,0 (так что А есть 
разбиение) тогда и только тогда, когда x = Gt. № 


Обозначим через с, характеристическую функцию ABOH- 
ного класса Кл^К. Тогда в силу (2.2} имеем 


(2.3) Элементы c, (соответственно такие Cy, что An > 0) об- 
разуют 2-базис в Н(С,К) (соответственно в H(G+, K)). Xa- 
рактеристическая функция со подгруппы К есть единичный 
элемент в Н(С, К) и H(Gt, К). № 


Теперь мы можем доказать, что кольшо Н((,К)} (а зна- 
чит, и Н(С+, К), L(G, К) и L(G+, K)) коммутативно: 


(2.4) Пусть f, g = A(G, К). Тогда fxg = gf. 


Доказательство. Пусть Е G-»G—oTo6pakenve транспо- 
нирования, #(х) = х'. Очевидно, что К устойчива OTHOCH- 
тельно f, а так как в силу (2.2) каждый двойной класс КхК 
содержит диагональную матрицу, отсюда следует, что КхК 
устойчив относительно # Значит, fef=f для всех fe 
= H(G, К), и, следовательно, 


(Г* 8) (x)= \ i (xy) ву) dy = 
G 


ses \ Рик) в (и аи = (g * В (xt) = (g * f(x). № 


(2.5) Н (С, K) =H (G*, К) {cq}. 


Доказательство. Поскольку nO") =л1, лежит в центре С, 
легкое вычисление показывает, что для всех А, и всех целых г 
имеем С, *С{п) = С; ,(,п), где A+(r*) есть последовательность 
(М -ь, ..., Ace tyr). В частности, отсюда следует, что харак- 
 ЕРИЗИЧЕВКАЯ функция Cyn) класса Kn OK == 1K есть обра- 
тимый элемент кольца Н (С, К), причем ее г-я степень равна 
Cin) для всех ге Г. Отсюда непосредственно вытекает 


{2.5). В 


Ввиду (2.5) мы можем сконцентрировать внимание на 
кольце Н(С+, К), которое в силу (2.3) имеет Z-6a3Hc, со- 
стоящий из характеристических функций с), где А пробегает 
все разбиения (Ay,..., An) длины = И. | 

Пусть и, v — разбиения длины =. Произведение Cy * Cy 
будет линейной комбинацией функций с). В действительности 


(2.6) Cy * Cy = >. 8%, (9) с, 
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где сумма берется по разбиениям \, длины <n, а 8*,(4} есть 
«многочлен Холла», определенный в $ 2 гл. И. 


Доказательство. Обозначим коэффициент при су в Cy * Cy 
А. 
через fy. Тогда 


Ру = (Cy * Cy) (x*) = \ Cu (лу) су (и) dy. 
G 


Поскольку ¢cy(y) обращается в нуль, когда у лежит вне KnvK, 
то интегрирование идет по этому двойному классу, который 
мы запишем как объединение правых смежных классов, 
скажем 


KwK=UKy (yp °K). 
a 4 
Аналогично, пусть 
Кл’. = |] Кл: (x, = ЛК), 


причем оба объединения дизъюнктны. Тогда 


И, = >. \ с, {ahy~') dy =) \ Ly (луг) dk == ‘3 с, (a y7'), 
Г ША Г 


Ку; 


поскольку мера К есть |]. 
Далее, 


с, (п^уг") 5 0 < му! Kx, для некоторого i <=> 


<> л^=Кхи/ для некоторого {. 


Таким образом, коэффициент В, равен числу пар (i,j), та- 
KHX, ЧТО Л^ = Rxiy; для некоторого k © К (зависящего от i, f). 

Обозначим через L решетку 0” в векторном пространстве 
Е". Пусть Е, ..., м— стандартный базис в РЁ”, и пусть G 
действует на Ё” справа (т. е. мы представляем себе элементы 
из F” как векторы-строки, а не как векторы-столбцы). Тогда 


[л» — подрешетка в L, порожденная векторами лм, (1 = 
<i<in); следовательно, М = Ё/Ёл^ является конечным 
9-модулем типа A (гл. Н, $ 1). | 
_ Рассмотрим решетку Ёх;. Поскольку х; © д®К, то Lx; = 
= Lak для некоторого А <= К, откуда Ё/Ёх: = Р/Ёли, т. e. 
это конечный 9-модуль типа и. Рассмотрим, далее, модуль 
N = Lx;,/La* = ГхИЁхиу. Поскольку у, Е л”К, отсюда, как 
и выше, следует, что N имеет тип v. Таким образом, для каж- 
дой пары (i,j), такой, что л^ <= Kxjy;, мы имеем подмодуль 
М в М котипа ц и типа у. Обратно, каждый подмодуль № 
в М котипа р и типа у определяет пару (i,j), такую, что 
we Кхиу. Значит, hi, = gh, (9). № 
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Из (2.6) вытекает, что отображение uy+>C, есть эпимор- 
физм алгебры Холла Н(5) на H(G+, К), ядро которого по- 
рождено элементами и) с (A) >> п. Поэтому из (3.4) гл. И 
мы получаем структурную теорему для колец (Gt, К) 
и L(Gt, К): 


(2.7) Пусть An|g—'] (соответственно An, с} обозначает кольцо 
симметрических многочленов от п переменных ху, ..., Xan 
с коэффициентами из 2[9 (соответственно С). Тогда 
Д-линейное отображение 9 кольца H(G+, K) в An{q-']} (co- 
ответственно С-линейное отображение Ё(0+,К) в Ano), 
определяемое формилой 0(с,) = а "ЮР, (хи, ..., Xn; gu!) для 
всех разбиений \ длины <п, является инъективным го- 
а колец (соответственно изоморфизмом С-ал- 
гебр). 


Замечание. В силу (2.8) ra. Ши (2.7) 
9 (С(;)) = 4" х, ...х 


= 
Поэтому из (2.5) вытекает, что гомоморфизм 8 продолжается 
до инъективного гомоморфизма кольца H(G,K) в алгебру 
симметрических многочленов от хЁ',..., х='! с коэффи- 
циентами из 2[9а\ и до изоморфизма между алгеброй 
L(G,K) и алгеброй симметрических многочленов OT 
.., Xt! с коэффициентами из С. 

В следующем разделе нам понадобится мера двойного 
класса Кл^К. Ее можно вычислить следующим образом. При 
[= L(G, К} положим 


и = F(x) 4х. 


а 


Тогда р: (0+, К) С есть гомоморфизм С-алгебр, и, оче- 
видно, 


(2.8) ц (с.} = мера класса Кл^К. 


Ввиду (2.7) можно записать и = и’ °6, где п’: An, с >С — 
гомоморфизм С-алгебр, а значит, определяется своим дей- 
ствием Ha образующиее, (| <r <n). Так каке, == Pir) (X,,... 
cg Я" |G Ill, (2.8)), то достаточно вычислить ‘меру 
класса Kn*K, когда А = (17) <= п). | 

Далее, мера Кл^АК равна числу классов Kx;, содержащихся 
в Ал^К. Каждому из этих классов соответствует подрешетка 
Lx; в L =o", такая, что L/Lx; есть конечный 5-модуль типа А. 
Поэтому мера Кл^К равна числу подрешеток L’ в Г, таких, 
что L/L’ имеет тип А. В частности, при А = (М) каждая та- 
кая решетка /” будет удовлетворять условию п(Ё/Ё’) = 0, 
т. е. tL CL’, Далее, L/nL = А" есть п-мерное векторное про- 
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странство над конечным полем А, а L’/nL — его подпростран- 
ство коразмерности г. Число таких подпространств равняется 


я 
гауссову многочлену М (4) (гл. I, $ 2, пример 3), и, следо- 
вательно, 
п 
в (с) = |" |® <<», 
п 
Из (2.7) вытекает, что меда" | Фа это (цит. 


выше} есть /-я элементарная симметрическая функция OT 


9" 9”? ..., 1. Таким образом, отображение д’ переводит 
x, B gt (15:57). Значит, из (2.7) и (2.8) вытекает, что 
мера Кл^К есть 9"Р, (4"-', 49”, ..., 1; 9"'), что в силу 


примера | $ 2 гл. Ш равняется 


(g-"/y, (97!) qu 0, (475). 


Таким образом, получаем формулу 


(2.9) мера Kn*K = g™ "+My, (g7')/0, (471) = 
= 9% Pv, (g-')/o,(q7")s 


где = (и —1 #3, wee, 1-Й). 


3. Сферические функции 


Сферической функцией на С относительно А называется 
непрерывная комплекснозначная функция w на С, удовлетво- 
ряющая следующим условиям: | 

(a) « биинвариантна относительно А, т.е. 0 (Е1хЁ2) =o (x) 
при xe Gu kh, №2 ЕК; 

(b) о»; =Аю для всех {Е Ё(С;К), где А; — некоторое 
комплексное число; другими словами, « является собствен- 
ной функцией всех операторов свертки, определяемых эле- 
ментами из L(G, К); 

(с) ®(1) = 1. 

В силу (b) и (с) скаляр А; задается формулой 


м = (0+ f) (1) = | f(x) (x) 4. 


а 


Рассматриваемая как функция от ®, А; называется преобра- 
зованием Фурье функции f и обозначается через }(%). Рас- 
сматриваемая как функция от { при фиксированном @, она 
записывается в виде (7). 
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При f, ве L(G, К) в силу (b) 

| Ape gO= Oe (fe g)—= (of) eg =Ajhg®, 
откуда Agag Az: Ag, или, что эквивалентно, 
(3.1) & (f * g) = 6 (f) a (8). 


Ясно, кроме того, что в * Co == W, где Co— единичный элемент 
кольца L(G, K) (характеристическая функция подгруппы К). 
Значит, & (со) = 1, а следовательно, (3.1) показывает, что 


(3.2) &: L(G, К) С. является гомоморфизмом С-алгебр. 


Обратно, можно показать, что все гомоморфизмы С.-ал- 
гебр L(G, К)—С получаются таким способом из сферических 
функций, так что множество Q(G, К) сферических функций 
на С относительно К можно отождествить с комплексным 
аффинным алгебраическим многообразием с координатным 
кольцом 2(С,К). В силу замечания после (2.7) L{G, K) 
изоморфно С-алгебреС [хЁ"', ..., gH! ]Pn; HO CLE as ox BF 
координатное кольцо многообразия (С*)”, следователь- 
но, @(С,К} можно канонически отождествить с лп-й сим- 
метрической степенью пунктированной аффинной прямой С*. 
Значит, сферические функции могут быть параметризованы 
наборами 2 = (21,..., Zn) ненулевых комплексных чисел, при- 
чем порядок компонент 2; несуществен. Более удобно, однако, 
взять в качестве параметра $ == (51, ..., Sa), Tae 2, g YP 
(так что 5; = С (mod 2niZ /1о5 g)). 

Обозначим сферическую функцию с параметром $ через 
®;. Тогда ®;==®.; при всех ше Sp. 


(3.3) Преобразование Фурье характеристической функции 
сх. задается формулой 


én (@s) = GPa (qm, ..., 49° 9). 


Доказательство. Из предыдущего обсуждения и (2.7) 
ясно, что гомоморфизм @s есть композиция 9 испециализации 


х1 +2, = gee se (1<2= п). Поэтому наш результат вы- 
текает из (2.7). & 
Далее, — 
6), (@s) = сх (x) в, (x-") dx =, (л-*) X мера КлАК. 


6 
Из (3.3) и (2.9) вытекает, что 


—th, 9) = Re 
+ 04, (q7 ') Py (4 * „..., J 7, Di 
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и, следовательно, по определении симметрических функций 
P, (гл. III, § 2) 


—A, р au oe Fe aie 
(3.4) ©; (x7) = о: У = о (> $ и a 9 i oo gl 
wes, 


i<] 


(всегда предполагается, что A; > ... Se An). Так как функ- 
ция Ws по определению постоянна на двойных смежных клас- 
сах по К в С, то формула (3.4) дает значение сферической 
функции Ws, на всех элементах G. 

В частности, при $ = р имеем ®,(л—^) = 1 для всех A, так 
ЧТО Wp есть постоянная функция | (тривиальная сферическая 
функция). 

Из (3.4) легко следует, что 


(3.5) 6: (x—!) = @_s (x) 
для всех хе G. 
Пример | 


Функция WO, ограничена <> Ке($) лежит в выпуклой оболочке множе- 
ства S,p = {wp: w & S,}. 

Положим o = Re(s), т. е. 0: == Re(s:) (1 Sian). Так как @,,. =o, 
для всех @ESn, TO можно считать, что 9! =e ‚ 22 On. Тогда pupae 
член в (3.4) есть дс абсолютным значением 9 —@, O+0) Значит, @ 


ограничена тогда И только тогда, когда qo TRO | для всех A, 
таких, что Ay >... 2 А», T. е. тогда и только тогда, когда (A, < +p) =O 
для всех таких А; легко видеть, что это условие эквивалентно тому, что 
в = Сопу (S,p).. 
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Для всех целых т > 0 положим 
—={хе*:; и (det x) =m}, 


где и — нормализованное нормирование на F {$ 1). Множе- 
ство Gp есть дизъюнктное объединение двойных классов 
КлАК, где А пробегает все разбиения числа т длины = п. 
В частности, G7 =К. Обозначим через т» характеристиче- 
скую функцию множества Gy, так что 
Ти = a С... 
[A |= 
Ряд Гекке пары (С,К) есть по определению. формальный 
степенной ряд 


00 


(4.1) т (Х) = 2 tmx” ей (G*, K)[[X]]. 


= 
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Полученные выше результаты позволяют вычислить т(Х) 
без всяких затруднений. В самом деле, в силу (2.7) 


0 5») = fee g "Ap, (x1, sees Хи; gq") тт hy (<1, ive #9 Xie), 


согласно примеру | $ 3 ra. HI. Значит, 


(4.2) > в») x” = Ца — 4X). 
—, 


(1—x,X) = )= > (Ne X” = Qa (1) Pan (Hp #8971) A 


И i 
- }) в (о) 


снова в силу (2.7), из (4.2} вытекает, что 


(4.3) n=(SC1 вы к). 


— эта формула впервые получена Тамагавой [52]. 

Пусть теперь &® — сферическая функция на G относи- 
тельно К, и пусть $ — комплексное переменное. Дзета-функ- 
ция 5($, ®) определяется формулой 


(4.4) 545, в) =| w(x) IIx Ро (9 dx, 
G 


где dx, как обычно, мера Xaapa на С, нормализованная усло- 

вием 4х ==1, функция ф — характеристическая функция 
К | 

полугруппы Gt u [х|=] det (x) |=49-*9* 2). Временно будем 


игнорировать вопросы сходимости и обращаться с $ (или, 
скорее, с 9) как с независимым переменным. Имеем 


со 


5(5, ®) = у am идет >) & (tm) gr = 


n=O m= 


(Хе 6 (Can) a °) 


_1 


в силу (4.3). 
Если ©==@s, то из (4.2) вытекает, что 


(4.5) сб, ед = Па 9" ry, 
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Эти формальные вычисления будут законными и инте- 


грал (4.4) будет сходиться при условии, что! | < 1 


при | {= пм, т. е, когда $ лежит в полуплоскости Re(s} > 
> Oo, где | 


0,= max (- 5 — Ве (31) ). 
ingiqa : 

В этой полуплоскости интеграл {4.4} определяет мероморф- 
ную функцию от $, заданную формулой (4.5), которая ана- 
литически продолжает функцию C{s,@} на всю $-плоскость. 

В частности, для тривиальной сферической функции 
> = 1 имеем $; == (п + 1) /2 — i; следовательно, 

п 


(4.6) 6, = Па- gi). 


р =] 
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В этом разделе мы покажем, как знание сферических 
функций для GL,{F) позволяет явио вычислить ряд Гекке 
для группы симплектических подобий GSpo,(F); тем самым 
будет завершено вычисление, начатое Сатаке в [43] (к этой 
работе мы отсылаем читателя за доказательствами). 

Пусть i обозначает п Х л-матрицу с единицами на побоч- 
ной диагонали и нулями в остальных местах, и пусть ^ 


(го). 


Группа симплектических подобий С = С$р.„(Ё)— это груп- 
па матриц хе СРЁ»„(Ё), таких, что х]л отличается от | ска- 
лярным множителем, скажем 
хх = w(x) j, 
где и(х)е= F*. Положим | 
К = GSPon (0) = СПОР, (9), Gt = G ПМ.» (5). 

Тогда С — локально компактная группа, К — ее максималь- 
ная компактная подгруппа, причем К открыта в С, а С+— 
подполугруппа в С. Колька Гекке H(G, К), Н(С+, К) и C-aa- 
гебры L(G, К} =Н (С, К) @zC, [(6*, К) =Н(0*, K)@zC 
определяются, как в $ 2. Характеристические функции двой- 
ных классов КхКс- С образуют &-базис в Н(С,К). Кроме 
того, кольцо H(G,K) коммутативно по той же причине, что 
и в случае GLa(F) (2.4). 

Сферические функции ® на С относительно К опреде- 
ляются, как в $ 3, и находятся во взаимно однозначном соот- 
ветствии с гомоморфизмами С-алгебр 6: L(G, К) С, Stu 
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сферические функции параметризуются векторами $ = 
== (So, $1, ..., ба) = C7 ( [43], гл. Ш. 

Определим отображения =: С”Н—СлН (1311) 
формулой 


5; (5% Sip +05 Sq) == (So + Sj, $5,..., Staty Sis Sigty sees 8 


Операторы =; порождают группу Е порядка 2”. Кроме того, 
симметрическая группа S, действует перестановками коорди- 
нат $51. ..., Sn. Пусть Ис СЁ. (С)}— группа, порожденная 
Е и Sp; она является полупрямым произведением E X Sy. 
Тогда [43] ®;=®.; для всех ше, где Ws — сферическая 
функция на С = GSpo.{(F} с параметром $5. 

Далее, положим 


СН == {хе С": о(п (5) = 


для всех т > 0, и пусть tm обозначает характеристическую 
функцию Сл. Ряд Гекке т(Х) и ряд $ ($, Х) определяются, 
как в § 4: | 


т (Х) = Dy TmX", *t(s, Х) = 2. tim (@s) X™. 


Далее, в силу [43, Appendix |] имеем следующее выражение 
AAA Fm (Ws): 


(5.1) 4m (@s} = 2. 0 M6, (O°) а" М -9, 


где $ == (50, Si, -.-, Sn), 8’ =(S1, ..., Sx), N=n(n+1)/4, 
&), (©;') имеет тот же смысл, что ив $ 3, а суммирование идет 
по всем разбиениям A, таким, что Ay < т. Из (3.3) и (5.1) 
следует, что 


tm (©) = 2, P,(9™, ay а gee, 
а значит, что 
oe т Хх) = > р» (9, ang Ва Weg ak)” 


где сумма берется по т > М>... San SO. 

Но сумма в правой части (5.2) уже вычислена нами 
в примере 5 $5 гл. ПТ. Поэтому получаем следующее выра- 
жение для * (5, Х} в виде суммы простейших дробей: 


(5.3) 26, N= Х w(O(g,..., 9349) —9"-%х)”), 


где 
ЮУ, Xe ПЕ I} (} — a i i (1 —tx;x,) (1 — я). 
is 5: 
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Из (5.3) вытекает, что 7({s,X)— рациональная функция 
f (Xo) /g (Xo), где X,=q"- %X, со знаменателем 


g(X) =I 9 хо), 


где произведение берется по всем подмножествам J в {1,2,. 
.... nM}, а $, = У, $; Кроме того, нетрудно показать, что 
+=} 


степень числителя (Хо) равна 2" — 2. 

Наконец, сферической функции ®; можно, каки в § 4, 
поставить в соответствие дзета-функцию: как и выше, мы по- 
лагаем 


5 (6, в) = | @(x) х Ро, (x-!) dx, 
G 


где $— комплексное переменное, ф — характеристическая 
функция полугруппы Gt и ||х|| = | и (х) [. Тогда 


с 
5 (5, ©; = 2 4 (6) q-™ = *(8, 9-4), 
mi 
и, следовательно, из (5.3) мы получаем такую формулу для 
этой дзета-функции: 


(5.4) E(s, ®) = № У =(Ф(4-*, .... 9; 4) -а"--) 7) 


Замечания и библиографические указания 


За основными сведениями об алгебраических группах над 
локальными полями, их кольцах Гекке и сферических функ- 
циях мы отсылаем читателя к [32], [43] и данным там 
ссылкам. | 

Мы вывели формулу (3.4) для сферических функций, ис- 
пользуя наше знание алгебры Холла. Можно получить (3.4) 
непосредственным вычислением сферической функции из ин- 
тегральной формулы. Это сделано в [32, Ch. IV] в значи- 
тельно большей общности и в случае GL, дает более есте- 
ственное (хотя и менее элементарное} доказательство струк- 
турной теоремы (3.4) гл. Ш для алгебры Холла. 

Формула (3.4) была также получена Люксом [31]. 
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